AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES

Composition de mathématiques générales. ‘498 0

InTRODUCTION.

‘ 6276, Danstoutle probléme, n désigne un entier supéricur ou égal a 2, K un corps commutatifet I I'unité de K ; M, (K)est la K-
algébre des matrices carrées d’ordre n i coefficients dans K, que 'on note aussi M, de méme que I'on sous-entend K dans
les' définitions suivantes : ‘

i) GL,, ensemble des éléments inversibles de M,;

ii) L,, ensemble des éléments de GL, dont chaque colonne contient un et un seul terme non nul;

iii) §, (resp. A,) formé des éléments de L, dont tous les coefficients non nuls valent | (resp. sont situés sur la diagonale
principale).

I, désigne I'unité de M, et, pour tout A € M, on note 'A (resp. tr(A)) la transposée de A (resp. sa trace). Si E est un K-espace
vectoriel de dimension finie, L(E) est la K-algébre de ses endomorphismes et idg 'unité de L{E}; pour tout f € L(E), on note u(f)
[resp. (/)] le polyndme minimal de f (resp. son polyndéme caractéristique). Par ailleurs, si o est un élément du groupe Z, des
permutationsde {1, .. ., n}, (o) désigne la signature de o et A la matrice carrée d’ordre ndont, pouri,j = 1, ..., n,I'élément (i, j)
vaut 1 si i = o(j) et 0 sinon. ) ’

On rappelle enfin que tout R-espace vectoriel est canoniquement muni d’une structure d'espace affine réel et, si il est de
dimension finie, d’'une topologie naturelle, celle définie par I'une quelconque de ses normes.

Les cing parties sont dépendantes, mais on peut traiter chacune en admettant les résultats de celles qui précédent.

PREMIRE PARTIE.

1° a) Vérifier que l'application ¢ — A, est un homomorphisme de Z, dans GL, ¢t une bijection de Z, sur S,
b) Etablir quc tout élément A de L, sécrit, de maniére unique, sous la formec A = DA, o€ Z et De A, puis que L, est un
sous-groupe de GL,.A, (resp. S,) est-il un sous-groupe distingué de L, ?
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¢) Déduire de ce qui précéde, a 'aide d’'une methode de denombrcmem que I’on détaillera, que pour tout nombre premier
> 2 et tout entier naturel m, m (g — 1)" divise (g™ — 1} (¢" — q) ... (g™ — g™~ ).

2° Onsuppose, dans cette question seulement, que K est algebrlquemem clos etondésigne parpla caractensthue de K. SoitE
un K-espace vectoriel de dimension net B (e - . -, e,) une base de E; pour tout ¢ € Z,, on note f; 'endomorphisme de E dont la
matrice dans B est A, : :

a) Combien vaut le déterminant de f, ? .

b) Dans le cas particulier ot o est un cycle d’ordre n, établir que p(f,)T) = T" — 1;combien vaut alors x(f,)(T) ? Trouver une
condition nécessaire et suffisante, portant sur n et p, pour que f, soit diagonalisable ; lorsque cette condition est vérifiée, expliciter
PeGL,et DeA, tels que A, = PDP~ .

¢) o est maintenant un élément quclconque de Z,, déterminer u(f,) et x(f,) en foncuon de o.

3° Onconserve les notations de 2°, mais K désigne un corps quelconque de caractéristique nulle ; A est la droite vectorielle de
E engendrée par e, + - -+ + e, et H 'hyperplan d’équation x, + - -- + x, = 0. Un sous-espace E’ de E est dit Z-stable lorsque
f(EY < E' pourtout 6 X,
a) Vérifier que A et H sont tous deux Z-stables et supplementalres dans E, montrer que le projecteur sur A parallelement aH
est . ! R
1
pl\ = — Z f o

n! ceX,

eux au moins des coordonnées de v sont distinctes).
9 Determmet tous les sous-espaces Z-stables de E.

4° SoitI"' = {f e L(E)/Vc e fofy=f,of } démontrer que I est la K-sous-algebre de L(E) cngendrée par pA,c est-a-dlre
la plus petite sous-algébre de L(E) contenant idg et p,.

( b) So:t v un élément non nul dc H, demontrer que {f,(v)/o e X } est une partie génératrice de H (on pourra utlhser le fait que -
d

1

¢

. - . A - . 1 ¢
:

DEUXIEME PARTIE. e

Les notatlons sont celles de la premiére parne ‘mais K est ici le corps des nombres réels. On note £, ensemble de toutes les
matrices A=) appartenant aM,, telles que les 2n sommes

R \ n n )
: Y G ) 4 Lji=1,...,n
- : k=1 k=1 :

soient toutes égales entre elles, et on désigne alors par s(A) leur valeur commune. On dit que A est équilibrée (d’ordre n) lorsque A
appartient & {3, a tous ses coefficients >-0 et vérifie s(A) = 1, et on note Q, I'ensemble des matrices équilibrées d’ordre n.

1° a) Soit f € L(Ej et A la matrice de fdans B, vérifier que A € {3, si, et seulement si, chacun des deux sous-espaces A et Hest
stable par f; en déduire que €, est une R-sous algebre de M, et determmcisa dlmenswn L’application A +5(A) est-elle un
morphisme d’algébres ?

b) Montrer que Q, cst convexe, compact et stable par multiplication ; trouver toutes les matrices d ordre nquisontala fons
équilibrées et orthogonales.

2° Expliciter tous les idéaux bilatéres de §, et déterminer son centre.

3° Démontrer que {3, est le sous-espace vectoriel de M, engendré par S, (on pourra raisonner par récurrence et utiliser la
premiére partie).

TROISIEME PARTIE.
On se propose de montrer que Q, est I'enveloppe convexe de S,. Pour tout X = (x;, ..., x)eR" onnote X = (x,, ..., X,)
I'unique élément de R" vérifiant les propriétés suivantes :
)X 22X, ‘
ii) il existe un t€ X, tel que X = XA,
De plus,si Y = (yy, .. ., y,) est un autre élément de R", la notation Y <o X signifie que

Yo+ 4P <X, + - +xpourk=1...,n
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et on note Y < X lorsqu'on a simultanément :
1) Y_ <1 X;
W)y + Y=+ + X%,
Enfin, [X] désigne I'enveloppe convexe de 'ensemble des XA,, o € Z,. ’

1° a) La relation Y < X définit-elle un ordre sur R" ?
b) Soit X, ..., X,, Y des éléments de R", montrer que Y appartient 4 I'enveloppe convexe de {X,, ..., X} si, et sculement si,
pour toute forme lmeanre ®sur R", ona

®(Y) < max (®(X,), ..., D(X,).

¢) En rléduxre que [X] est exactement formé de tous les Y € R" qui vérifient Y < X.
2° Soit A = (q; j) un élément de Q,, distinct de I,,; démontrer qu’il existe unc € X, o ;é id, tel que
P A Vke{l,...,n}ok) #k = a4, # 0)

(on pourra, raisonner par absurde et utiliser le polynéme caractéristique de A).

3° Soit M un élément de M,
a) On suppose que, pour tout o e}:.,', o #id,ona tr(MA,) < tr(M); établir qu 'alors

) . . VAeQ, tr(MA) < tr(M).

b) Prouver que (1) demeure si l’on suppose seulement que tr(MA,) < tr(M) pour tout c € Z,..

¢) Démontrer que Q, est l'enveloppe convexe de S, et, plus précisément, que tout élément A de Q, peut s’crire sous la forme

A= Zx AAq,
les A, étant tous > 0, .de somme 1.et I etant une partie de X, de cardinal < n* — 2n + 2.
4 a)Soit X = (x5, .., x)etY = Oy« « os y,,) deux éléments de R", montrer que les condmons suivantes sont équivalentes :
)Y <X, . _
- ii) il existe un A €, tel que Y = XA,

iii) pour toute fonction u, convexe de Rdans R, ), u(y) < Y. u(x).
i=1 =1

b) Soit M e M,, démontrer que M est équilibrée si, et seulement si, XM < X pour tout X € R".

, . QUATR!EME PARTIE.

SiA= (al ;) est une matrice carrée d‘ordre n é. coemcrcnts dans le corps K, on appelle permanent de A la quantité

per (A) = 2: aau) 1%(2).2 coe Aoy, w
o€,

1° a) Expliquer pourquoi per(A) est une fonctlon n-linéaire symetrlque des colonnes de A, énoncer et démontrer une formule
permettant le développement d’un permanent par rapport 4 une colonne. Combien vaut per(A) si A est triangulaire, si Aestdela
AI.B .
forme (OA ) avec A’e M, A"EM p+qg=n?

b) Dans le cas partlculler ol A est semi-triangulaire, c'est-a-dire telle que ¢; ; = 0 dés quej > i + 1, on note B la matrice
d’ordre n dont I'élément (i, j) vaut a; ; si i > jet — a; ;sinon. Montrer que det(A) = per(B).
¢) Démontrer par contre que,sin > 3, il n’est pas possible de trouver une suite (g; ;) d’¢léments de { — 1, 1] telle que pour tout
A = {(a; ) € M, en notant A, la matrice (a; g, j), on ait
det(A) = per(A)).
a) Soit A € Q,, établir que
0 < per(A) < 1

et que per(A) = 1 si, et seulement si, A appartient a S,,.
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b) En déduire le résultat suivant : si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G d’indice r (c’est-a-dire tel que
card (G) = r card (H)), alors il existe des éléments x,, . . ., x, de G qui représentent 2 la fois toutes les classes 4 gauche et toutes les
classes 4 droite modulo H.

3° a) Soit M une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels > 0; démontrer que per(M) = 0 si, et seulement si, on peut
extraire de'M une matrice nulle 2 s lignes et ¢ colonnes, avec s + t = n+ 1

.b) Déduire de ceci le « lemme des mariages » :si F et G sont deux ensembles finis et y une application de G dans l’cnsemble des
parties de F, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) il existe une’ injection T de G dans F telle que I'(x) € y(x) pour tout x € G;

u) pour toute partie G’ < G card ( U vx) ) card (G)
xeG'

~

(on pourra se ramener au cas ou card (F} = card (G)).

ClNQUlEME PARTIE.

3

E dcmgne maintenant un espace hermitien de dimension n, dont on note (| ) le produxt scalaire ; pour tout m = L...,nF,
- désigne le C—espace vectoriel des formes m-linéaires sur E, et T, le dual de F,,.
Sivy, .v., 0, appartlennent a E, on note ¢ vy, - .., V) 'élément de T, deﬁm par

t(vl, e U)(@) = O(vy, .. ,,,) pour tout ®eF,.

l° a) Montrer quet : E —T,est m—lmealre et qu'il existe sur T,, une structure d’espace hermltlen dont le produit sca]axre

encore noté (), vérifie pour tous U4y -+ 2y Dy €8 Wy, ..., w,, appartenant 3 E ‘
@ o (4 - s OO0 - 5 W) = ©110) .. (oplwa) | _
(on pourra d’abord etabhr que siB="(e,,...,e «) est une base dé E, alors les t(e, s 2 €is pour‘(i,,' ceny t,,,) ef{l,. n}"‘ forment

i une base de T,). Peut-il exister sur T, plusreurs ‘produits scalaires vérifiant (r) ?
b) Sl ceX,et®e F,, on définit ®° par

Q°(vy, . . ., V) = P(Og-101p -« s Vg1(m)} : .

lapplrcatlon 3 r—-»tb" est un endomorphisme de F,, dont on note P(o) le transpose Montrer que P(c) est un endormorphlsme
unitaire de T,, et que son adjoint est P(cr b,
i c) On- deﬁmt . ‘ R

= {£eT, NoeZ, PO)E =&Ok),
S, = {EeT, NoeL, PO)E) =&}

Etablir que =, = g £(c)P(o) est le projecteur orthogonal sur A,, et expliciter celui sur S,,, qu'on notera n,. En déduire la
m: oe, Lo

dimension de A,

-~ 2° @) Soitf e L(E)etme {1, ..., n}, montrer qu'il existe un unique f,, c L(T,,) tel que, pour tous v, .. ., v,, appartenant aE,
on ait ‘
Jult(oy, - v)) = tU(vy), - . -, f(O)

Sig est un autre élément de L(E).(g © ), vaut-ilg,, o f, 0uf, °g,? Soitf*Tadjoint def; a-t-on (f*),, = (f,)* ? Vérifierque A et S,
sont stables par f,. S :

b) Démontrer que, si vy, .. ., v, sont des vecteurs propres linéairement indépendants associés aux valeurs propres de f(non

nécessairement distinctes) Ay, . . ., A, alors m(t(c,. . . ., r,,)) est un vecteur propre non nul pour la restriction, notée f,, ,def, 8 A, .

A quelle valeur propre de f,, , est-il associé ?
¢) Déduire de ce qui précéde l'expression de x, (f,,. ) (T) en fonction des valeurs propres (A, . . ., A,) de f(on pourra commencer
par le ¢as ou les X; sont deux a deux distinctes). ’

3° Soit f un automorphisme de E et /* son adjoint. .
a) Montrer que toutes les valeurs propres de f* o fsont des réels > 0; on note ky, ..., k,leurs racines carrées positives et
Ay, ..., A, les valeurs propres de f. i ’

.
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. b) Démontrer qu'avec les notations de la troisiéme partie
(Log Al ---, Log A < (Logk,, ..., Logk,).
<) Etablir I'inégalité de Weyl ~ cos
A (LS .,. M) < (K5, ..., k) ‘pour tout réel s > 0,
(on pourra utiliser une fonction auxiliaire cbnvcxe sur R");

4° fest toujours un automorphisme de E, mais on suppose de plus que (f(1)}v) est un réel > 0 pour tout ¢ # 0.

a) Que peut-on dire defet de ses valeurs propres ? Etablir que, si{e, . . ., €,) est une base orthonormale quelconque deE, alors
(Log A, ..., Log )< (Log leyiey), . . ., Log (flelen)
(on pourra observer que, si {uy, . .., u,) est une-base orthonormale de vecteurs propres pour f la matnce d’élément (i, j) [(ujle; )12 est
équilibrée).

b) En déduire l’megahte suxvante si A et B sont deux matnces hermitiennes définies posmves d’ordre n, alors
(det (A + B))I/" (det (A)in + (det (B)i/n. o
5° @) Soit oy, ..., v Wy, .. , W, appartenant 3 E, on note S(v, w) la matrice carrée d’ordre m dont l’element (i, _]) est (v;|w;).

v

- Montrer que . . . . . , .

. ‘ . . P - V
» (ns(t(vla LENY) vm))’n (t(wl! N - . Wm))) = per (S(U, W)).

b) En déduire que, si M et.N sont des matnces carrées quelconques d’ordre n a coeffxcxents complexes, ona’

[per (MN)I2 per (MM*) per. (N*N)
et que, si A est hcrmmenne deﬁme posmve alors per (A) > det (A).
¢) Soit AeQ,, on suppose de plus que A st hermitienne définie posmve dcmontrer l’megallte de Van der erden ‘

t ) .
Per(A)>—"' ' ~
M ‘ .

=



