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(Agr�gation externe 1978) Dans tout le probl�me, � d�signe un entier pair strictement positif,
Ä repr�sente un ensemble de cardinal �, et P (Ä) repr�sente l�ensemble des parties de Ä. Le
cardinal d�un ensemble �ni � est not� j�j, et la classe d�un entier � modulo 2 est not� �.
La notation Z [�� � ] repr�sente l�anneau des polyn�mes � deux ind�termin�es et � coe�cients
dans Z. Si � 2 NÄ, la notation N� repr�sente l�ensemble f1� 2� �����g.
Les notations et certains r�sultats de la partie I seront utilis�s dans les parties II.B et III.B. Les
parties II et III sont ind�pendantes l�une de l�autre.

Partie I

I.A. G�n�ralit�s

I.A.1. V�ri�er que P (Ä)muni de la loi � di��rence sym�trique � d��nie par (�� �) 7! �+� =
(� [ �) n (� \ �) est un groupe ab�lien.
I.A.2. D�montrer que P (Ä) peut �tre muni d�une structure d�espace vectoriel sur le corps

� deux �l�ments F2 = Z�2Z =
Ä
0� 1

Å
pour la loi + d��nie en I.A.1. Gr�ce � quelle propri�t�

particuli�re de cette loi de groupe cela est-il possible ?

I.A.3. Quelle est la dimension de P (Ä) ? Donner une base de cet espace.

I.A.4. V�ri�er que l�application � de P (Ä) Ä P (Ä) dans F2 d��nie par :

� (�� �) = j� \ �j

est une forme bilin�aire sym�trique non d�g�n�r�e sur P (Ä). Cette forme bilin�aire sera appel�e
�forme bilin�aire naturelle sur P (Ä)�.

I.A.5. Soient D (Ä) la droite vectorielle de P (Ä) engendr�e par Ä, et H (Ä) = D (Ä)? l�or-
thogonal de D (Ä) pour la forme bilin�aire �. D�crire H (Ä), et retrouver ainsi la formule :

Ç
�

0

É
+

Ç
�

2

É
+ ���+

Ç
�

2�

É
+ ���+

Ç
�

�

É
= 2�Å1�

Quel est le noyau de la restriction de la forme bilin�aire naturelle � H (Ä) ?

I.B. Codes et Polyn�mes des Poids

Les sous-espaces vectoriels de P (Ä) sont appel�s les codes de P (Ä). Si C est un code de P (Ä), on
d�signe par C? son orthogonal. Pour toute permutation � de Ä, on d�signe par � l�endomorphisme
de P (Ä) d��nie par :

� 7! � (�) = f� (�) � � 2 �g �

On dit que deux codes C et C0 de P (Ä) sont isomorphes s�il existe une permutation � de Ä telle
que � (C) = C0.
I.B.1. Un code C est dit auto-orthogonal si C = C?. Quelle est la dimension d�un code auto-

orthogonal ? D�montrer que si C est auto-orthogonal on a D (Ä) Å C Å H (Ä).

Soit C un code de P (Ä). On appelle polyn�me des poids de C et on note �C (�� � ) l��l�ment de
Z [��� ] d��ni par :

�C (��� ) =
X

�2C
�j�j� �Åj�j�

I.B.2. On pose � = 2� et Ä = f�1� �2� ���� ��� �1� �2� ���� ��g. Construire un code auto-
orthogonal dont le polyn�me des poids est �� (��� ) =

Ñ
�2 + � 2

Ö�. Soit Å (Ä) l�ensemble
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des codes auto-orthogonaux dont le polyn�me des poids est �� (��� ). D�montrer que deux
�l�ments quelconques de Å (Ä) sont isomorphes.

I.B.3. Dans cette question, on suppose que � = 2� est un multiple de 4 et l�on note toujours :

Ä = f�1� �2� ���� ��� �1� �2� ���� ��g �

On d��nit le code B� engendr� par :

f�1� �2� ���� ��g � f�1� �2� ���� ��g et f��� ��� ��� ��g avec � 6= � et (�� �) 2 N2��

I.B.3.a. On pose �1 = f�1� �2� ���� ��g et aussi pour tout 2 Ç � Ç �, �� = f�1� ��� �1� ��g.
D�montrer que la famille (��)1Ç�Ç� est libre, puis que B� est un code auto-orthogonal. En
d�duire que (��)1Ç�Ç� est une base de B�.
I.B.3.b. Si � est une partie non vide de N�, on pose :

(
�� = f�� � � 2 �g [ f�� �� 2 �g

�� = f�� �� 2 �g [ f�� � � 2 N�n�g �

On pose aussi �? = �? = ?. On note B0� la partie de P (Ä) d��nie par :

B0� = f�� �� Å N� et j�j pairg [ f�� �� Å N� et j�j pairg �

On admet les relations suivantes :

�� =
X

�2�
�6=1

�� et �� = �1 + �N�n�

qui prouvent l�inclusion B0� Å B� . D�montrer que si � Å N� et �0 Å N�, alors �+�0 = �+�0 et
�+ �0 = �+ �0. D�montrer ensuite que B0� est un sous-espace vectoriel de P (Ä), puis d�duire
l��galit� B0� = B�.
I.B.3.c. D�duire des questions pr�c�dentes que le polyn�me des poids de B� est :

�� (��� ) =
1

2

ÑÑ
�2 + � 2

Ö�
+

Ñ
�2 É � 2

Ö�
+ (2�� )�

Ö
�

I.B.3.d. On dit qu�un code auto-orthogonal est pair si les cardinaux de tous ses �l�ments
sont multiples de 4. V�ri�er que le code B� d��ni ci-dessus est pair d�s que � est multiple de 8.

I.B.3.e. Si � = 16, on se propose de construire un code B0016 non isomorphe � B16 et dont le
polyn�me des poids est �16 (��� ). On remarque que (�8 (��� ))2 = �16 (��� ). Si :

Ä = f�1� �2� ���� �8� �1� �2� ���� �8g �

on note Ä0 = f�1� �2� �3� �4� �1� �2� �3� �4g et Ä00 = f�5� �6� �7� �8� �5� �6� �7� �8g. Soit C0 (resp. C00)
un code de Ä0 (resp. Ä00) du m�me type que B8. On construit le code :

B0016 = C0 + C00 =
Ä
�0 + �00 ��0 2 C0 et �00 2 C00

Å

de P (Ä). Calculer le polyn�me des poids �0016 de B0016. On pose :
8
><
>:

� = f�1� �2� �3� �4g
E = f� 2 B16 � j�j = 4 et j� \ �j = 2g
E 00 = f� 2 B0016 � j�j = 4 et j� \ �j = 2g �
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Montrer que
S
�2E � = Ä, puis que

S
�2E00 � = Ä0. On admettra que ces �galit�s sont encore vraies

si l�on remplace � = f�1� �2� �3� �4g par n�importe quelle partie � de cardinal 4 de Ä et si l�on
prend soin de conclure �

S
�2E 00 � = Ä0 ou �

S
�2E00 � = Ä00 cette fois-ci. Expliquer bri�vement

pourquoi B0016 et B16 ne sont pas isomorphes.

I.B.4. Soit C un code de P (Ä). On se propose de d�montrer l�identit� de Mac Williams
(1963) :

2dim C Ä �C? (��� ) = �C (� É��� + � ) � (MW)

I.B.4.a. Soit � : P (Ä) !� une application � valeurs dans un groupe ab�lien � dont la loi
est not�e additivement.
On pose (É1)0 = 1 et (É1)1 = É1, et l�on note b� : P (Ä) !� la fonction d��nie par :

b� (�) =
X

�2P(Ä)
(É1)�(���) � (�) �

D�montrer que pour tout code C de P (Ä), on a :

X

�2C

b� (�) = 2dim C
X

�2C?
� (�) �

I.B.4.b. Ecrire la formule de la question pr�c�dente avec � = Z [��� ] et :

� : P (Ä) ! Z [��� ]

� 7! �j�j� �Åj�j�

Montrer ensuite que l�identit� de Mac Williams sera bien d�montr�e si l�on prouve que :

b� (�) = (� É�)j�j (� + � )�Åj�j

pour tout � 2 C. D�montrer cette derni�re formule (Indication : Dans l�expression sommatoire
donnant b� , on pourra �crire toute partie � de P (Ä) sous la forme � = �1 + �2 avec �1 Å � et
�2 Å Än�).

Partie II

II.A. Invariants d�un groupe �ni

Soit � un espace vectoriel de dimension �nie � Ñ 1 sur le corps des complexes C. Si � est
un endomorphisme de � , on note Tr (�) sa trace. On note �� l�endomorphisme identit� sur � ,
Aut (� ) le groupe des automorphismes de � , et � un sous-groupe �ni de Aut (� ).

II.A.1. Soit � � le sous-espace vectoriel de � form� des vecteurs � tels que � (�) = � pour
tout � 2 �. Soit �� l�endomorphisme de � d��ni par :

�� =
1

j�j
X

�2�
��

II.A.1.a. Montrer que Im(��) = � � et que �� est un projecteur de � .

II.A.1.b. En d�duire la formule :

dim
Ñ
� �

Ö
=

1

j�j
X

�2�
Tr (�) �
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II.A.1.c. Si �0 est un groupe �ni quelconque et si � : �0 ! Aut (� ) est un morphisme de
groupes, on pose :

� �
0
=

Ä
� 2 � �8�0 2 �0 �

Ñ
�0

Ö
(�) = �

Å
�

D�montrer la formule plus g�n�rale :

dim(� �
0
) =

1

j�0j
X

�02�0
Tr

Ñ
�

Ñ
�0

ÖÖ
�

II.A.2. On choisit une base   = ( 1� ����  �) de � , et l�on note ¡ l�alg�bre C [�1� ������] des
polyn�mes d�ind�termin�es �1, ..., �� et � coe�cients dans C. A tout �l�ment � de Aut (� ) on
associe l�application ¢� : ¡ ! ¡ d��nie de la mani�re suivante :

Si � ( �) =
P�
�=1 £�� � pour tout � 2 N�, et si � (�1� ������) 2 ¡, alors :

¢� (� ) (�1� ������) = �

0
@

�X

�=1

£�1�� � ����
�X

�=1

£����

1
A �

II.A.2.a. Montrer que ¢� est un automorphisme de l�alg�bre ¡, et que l�application :

Ç : Aut (¡) ! Aut (¡)
� 7! ¢�

est un homomorphisme de groupes.

II.A.2.b. Soit ¡� (� 2 N) le sous-espace vectoriel de ¡ form� des polyn�mes homog�nes de
degr� �. Quelle est la dimension ¤� de ¡� ? V�ri�er que ¢� (¡�) = ¡� pour tout � appartenant �
Aut (¡). On notera �� = ¢�j�� la restriction de ¢� � ¡�, et l�on dira que �� est l�automorphisme
de ¡� d��nie par �.

II.A.3. On pose :
¡�� = f� 2 ¡� �8� 2 � ¢� (� ) = �g

et ¤� (�) = dim
Ñ
¡��

Ö
. D�montrer que les deux s�ries enti�res

P+1
�=0 ¤�¥

� et
P+1
�=0 ¤� (�) ¥� ont

des rayons de convergence strictement positifs.

II.A.4. Soit � 2 �. On pose :

É� (¥) =
+1X

�=0

¤� (�) ¥� et
1

det (��É ¥�) =
+1X

�=0

¦�¥
�.

II.A.4.a. Montrer que la s�rie enti�re
P+1
�=0 ¦�¥

� poss�de un rayon de convergence Ñ 1.

II.A.4.b. On suppose que la matrice de � dans la base   est diagonale et on la note
diag (�1� ���� ��). Exprimer ¦� en fonction des complexes �1� ���� �� et de l�entier �. En d�duire
l��galit� Tr (��) = ¦�.

II.A.4.c. On se place maintenant dans le cas g�n�ral o� � 2 �. Montrer que � est diagonali-
sable, et en d�duire l��galit� Tr (��) = ¦�.

II.A.4.d. Utiliser les questions II.A.1.c. et II.A.4.c. pour montrer l��galit� :

É� (¥) =
1

j�j
X

�2�

1

det (��É ¥�) �

pour tout ¥ tel que j¥j § 1.
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II.B. Alg�bre associ�e aux polyn�mes des poids

On utilise les notations, d��nitions et r�sultats des parties I.A, I.B et II.A. On note � le groupe
des matrices engendr�es par :

� =
1p
2

Ç
É1 1
1 1

É
et ¨ =

Ç
É1 0
0 1

É
�

Si � (�� � ) 2 C [��� ] et si � =

Ç
¤ ©
ª �

É
2 �, on rappelle que (cf. II.A) :

¢� (� ) (��� ) = � (¤� + ª�� ©� + �� ) �

II.B.1. Soit C un code auto-orthogonal de P (Ä). On rappelle qu�alors dimC = ��2 et que
tous les mots de C sont de cardinal pair. En utilisant la formule de Mac Williams (MW),
d�montrer que �C (��� ) est invariant par les transformations lorsque � 2 �.
II.B.2. Quelle est la nature g�om�trique de l�endomorphisme � ? Et celle de ¨ ? En d�duire

la nature de la compos�e ¨� puis l�ordre du groupe monog�ne « engendr� par ¨�. Montrer que
« est un sous-groupe distingu� de �. Expliciter le quotient ��«, puis en d�duire le cardinal de
�.

On pose ¡ = C [��� ] et on utilise les notations de II.A pour � = 2.

II.B.3.a. D�composer la fraction rationnelle :

1

(1 É�2) (1 É�8)

en �l�ments simples dans R (�).

II.B.3.b. Calculer le d�terminant det (��É ¥�) lorsque � est une r��exion ou une rotation
de l�espace euclidien R2. En utilisant II.A.4.d, en d�duire que :

É� (¥) =
1

(1 É ¥2) (1 É ¥8) �

pour tout complexe ¥ tel que j¥j § 1.

II.B.4. Si ¦ est un r�el, on note [¦] sa partie enti�re. En utilisant les question II.A.4 et
II.B.3.b montrer que la dimension ¤� (�) de l�espace ¡�� des polyn�mes homog�nes � deux
variables de degr� � invariants par � est :

¤� (�) =

Ü
[��8] + 1 si � est pair,
0 si � est impair.

II.B.5. On consid�re l�alg�bre :

¡0 = C [�2 (�� � ) � �8 (��� )]

= f� (�2 (��� ) ��8 (��� )) �� (��� ) 2 C [��� ]g

engendr�e par les polyn�mes �2 (��� ) = �2 + � 2 et :

�8 (�� � ) =
1

2

áÑ
�2 + � 2

Ö4
+

Ñ
�2 É � 2

Ö4
+ (2�� )4

à
�

On note ¡0� la composante homog�ne de ¡
0 de degr� �. En remarquant que les polyn�mes �2

et �8 ont d�j� �t� introduits en I.B.2 et I.B.3, d�montrer les inclusions ¡0 Å ¡� et ¡0� Å ¡�� .
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Comme �2 et �8 sont homog�nes de degr� 2 et 8, la composante homog�ne ¡0� sera engendr�
par la famille : n

� �2�
�
8

o
(���)2NÉN et 2�+8�=�

�

D�montrer que cette famille est libre, et en d�duire l��galit� ¡0 = ¡�.

II.B.6. On pose Ñ(��� ) = �2� 2
Ñ
�2 É � 2

Ö2 et l�on remarque que :
�8 = � 42 É 4Ñ�

D�montrer que si C est un code auto-orthogonal de P (Ä), le polyn�me �C (�� � ) appartient �
l�alg�bre :

Z [�2 (�� � ) �Ñ(�� � )] = f� (�2 (�� � ) �Ñ(�� � )) �� (��� ) 2 Z [�� � ]g �

Partie III

Dans cette partie on consid�re l�espace vectoriel Q� muni du produit scalaire canonique d��ni
par :

(��¬) 7! ��¬ = �1�¬1 + ���+ �� �¬� 2 Q�

lorsque � = (�1� ���� ��) et ¬ = (¬1� ���� ¬�). On dit qu�un sous-groupe additif  de Q� est un
r�seau de Q� s�il existe une base   = ( 1� ����  �) de Q� pour laquelle  est l�ensemble de toutes
les combinaisons lin�aires � coe�cients entiers relatifs des vecteurs  1� ����  �. Dans ce cas, on
note  = Z 1 + ���+ Z � et l�on dit que   est une Z-base de .

III.A. G�n�ralit�s sur les r�seaux

III.A.1. Soit  un r�seau de Q�. On appelle dual de , et on note 0, l�ensemble des vecteurs
� 2 Q� tels que ��¬ 2 Z pour tout ¬ 2 . D�montrer que le dual d�un r�seau est un r�seau.

III.A.2. Soit  un r�seau de Q� et   = ( 1� ����  �) une Z-base de . On consid�re une famille
 0 = ( 01� ����  

0
�) de � vecteurs dans , et l�on note �

�0
� la matrice carr�e de taille � dont les

colonnes sont form�es des coordonn�es des vecteurs  0� dans la base  .

III.A.2.a. Montrer que le syst�me  0 est une Z-base de  si et seulement si det(� �
0
� ) = Ö1.

III.A.2.b. En d�duire que la valeur absolue du d�terminant d�une Z-base de  par rapport
� une base orthonormale de Q� ne d�pend que de . Cette valeur est appel�e volume de  et
not�e Vol ().

III.A.2.c. D�montrer que Vol () Vol
Ñ
0

Ö
= 1.

III.A.3. Dans cette question, � d�signe un sous-groupe additif de Q� engendr� par un
nombre �ni d��l�ments  01, ...,  

0
� de Q�.

III.A.3.a. Montrer l�existence d�au moins un r�seau  qui contient � .

III.A.3.b. Soit ( 1� ����  �) une Z-base de . Pour tout � 2 N� on appelle � le sous-groupe
additif engendr� par  1� ����  �. D�montrer par r�currence sur � que � \ � est engendr� par �
vecteurs de Q�. En d�duire que le groupe � est engendr� par � vecteurs.

III.A.3.c. D�duire de la question pr�c�dente que, si � contient un r�seau de Q�, alors �
est lui m�me un r�seau de Q�.

III.A.4. On suppose que � est un multiple de 4. Soit (¬1� ���� ¬�) une base orthogonale
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de Q� telle que pour tout � 2 f1� ���� �g on a ¬��¬� = 1�4. Soit Ö� l�ensemble des vecteurs
� =

P
1Ç�Ç� ®�¬� tels que :

(¤) les ®� sont entiers et tous de m�me parit�,

(©)
X

1Ç�Ç�
®� est multiple de 4.

D�montrer que Ö� est un r�seau de Q� , et que Ö0� = Ö�.

III.A.5. Soit  un r�seau de Q�. D�montrer qu�il existe un entier � Ñ 1 tel que  Å 1
�Z�,

puis que l�on peut d��nir l�entier :

�� = Min
n
� 2 NÄ �� k�k2 2 N

o
�

Pour tout entier naturel �, on note ª� () le nombre de vecteurs de  de carr� scalaire ����.
D�montrer l�in�galit� :

ª� () Ç
â

2�

r
�

��
+ 1

!�

�

puis en d�duire que la s�rie
P+1
�=0 ª� ()  ���� est absolument convergente lorsque ¥ appartient

au demi-plan sup�rieur ouvert du plan de Cauchy.

On pose :

¯� (¥) =
+1X

�=0

ª� ()  ������� �

Comme la s�rie est commutativement et associativement convergente, on peut aussi �crire :

¯� (¥) =
X

�2�
 �(���)���

III.B. Codes et r�seaux

III.B.1. D�montrer qu�il existe une base orthogonale (�1� ���� ��) de Q� telle que l�on ait
����� = 1�2 pour tout � 2 f1� ���� �g. Dans la suite du probl�me, on choisit une telle base et on
d�signe par ° le r�seau qu�elle engendre.

III.B.2. Dans cette question, on se propose de montrer que les Z-bases orthogonales de °
ont toutes le m�me ensemble image par la surjection canonique de ° sur °�2°.

III.B.2.a. Soit �0 = (�01� ���� �
0
�) une base orthogonale de Q�. On note � �

0
� la matrice de

passage de la base canonique   vers la base �0. Calculer la matrice �(� �
0

� )� �
0

� et en d�duire la
formule :

(det� �
0
� )2 =

�Y

�=1

Ñ
�0� ��

0
�

Ö
.

III.B.2.b. Calculer (Vol (°))2. En d�duire que, si �0 = (�01� ���� �
0
�) d�signe une Z-base ortho-

gonale de °, alors :
�Y

�=1

Ñ
�0���

0
�

Ö
=

1

2�
�

Utiliser cette relation pour montrer qu�il existe des entiers �� (1 Ç � Ç �).valant Ö1 et tels que
f�01� ���� �0�g = f�1�1� ���� ����g. Conclure.
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III.B.3. On note Ä l�ensemble image d�une Z-base orthogonale de ° dans °�2°. On d�signe
par � l�image de � dans °�2°. Le groupe-quotient °�2° est muni d�une structure naturelle
d�espace vectoriel sur le corps � deux �l�ments F2 = Z�2Z. On munit cet espace de la forme
bilin�aire sym�trique ± d��nie par ± (��¬) = 2��¬.
V�ri�er que l�espace vectoriel °�2° muni de la forme bilin�aire ± est canoniquement isomorphe
� P (Ä) muni de la forme bilin�aire naturelle �. On identi�era dor�navant °�2° et P (Ä).

III.B.4. Soit C un code de P (Ä). On note  (C) l�image r�ciproque de C par la surjection
canonique de ° sur °�2° = P (Ä).

III.B.4.a. Montrer que 2° Å  (C) Å °. Utiliser la question III.A.3 pour d�montrer que
 (C) est un r�seau.

III.B.4.b. Montrer que (2°)0 = °. En d�duire  (C)0 Å ° puis que  (C)0 = 
Ñ
C0

Ö
.

III.B.4.c. Soit (�1� ���� ��) une Z-base de  (C). Expliquer pourquoi le syst�me (�1� ���� ��)
engendre l�espace vectoriel C. On pose � = dimC, et l�on suppose que (�1� ���� ��) est une base
de C quitte � modi�er l�ordre des vecteurs. Soit � le sous-groupe engendr� par les vecteurs
�1� ���� ��. Montrer que pour tout � Ñ �+ 1 il existe �� 2 � tel que �0� = �� É �� 2 2°.

III.B.4.d. On conserve les notations de la question pr�c�dente. D�montrer que :
Ñ
�1� ���� ��� �

0
�+1� ���� �

0
�

Ö

est une Z-base de  (C), puis que
Ñ
2�1� ���� 2��� �

0
�+1� ���� �

0
�

Ö
est une Z-base de 2°. En utilisant

la question III.B.2.b, d�duire alors l��galit� :

Vol ( (C)) = 2
�
2
Ådim(C)�

III.B.5. Dans cette question on montre que �C (�2 (¥) � �3 (¥)) = ¯�(C) (¥) �

III.B.5.a. Montrer que les s�ries :

+1X

�=0

 �2�(�+
1
2)

2
� et

+1X

�=0

 �2��
2�

convergent pour tout ¥ appartenant au demi-plan ouvert sup�rieur du plan de Cauchy.

III.B.5.b. En notant que l�on peut �crire :

�2 (¥) =
X

� impair
�2Z

 ��
�2

2
� et �3 (¥) =

X

� pair
�2Z

 ��
�2

2
��

montrer que :

�C (�2 (¥) � �3 (¥)) =
+1X

�=0

�� 
�� �

2
�

o� �� =
P
�2C Ü�, en notant Ü� le cardinal de l�ensemble des :

Ñ
�1� �����j�j� �1� ���� ��Åj�j

Ö
2 Z�

tels que : Ü
�� impair et �� pair,
�2
1 + ���+�2

j�j + �
2
1 + ���+ �2�Åj�j = ��
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III.B.5.c. Montrer que ¯�(C) (¥) =
P+1
�=0 �� 

�� �
2
� o� :

Ö� =

Ü
� 2  (C) � ��� =

�

2

ä

et �� = jÖ�j �
III.B.5.d. En �crivant l�ensemble Ö� comme la r�union disjointe :

Ö� =
[

�2C
Ö��� o� Ö��� =

Ü
� 2  (C) � � = � et ��� =

�

2

ä
,

montrer que �� = ��. Conclure.

Avertissement � L��nonc� propos� ici a �t� l�g�rement modi�� par rapport � celui
de la composition de math�matiques g�n�rales de l�agr�gation externe 1978. Tout
d�abord j�ai supprim� les deux questions originelles III.B.5 et III.B.6 de la derni�re
partie, que je consid�re comme purement techniques et assez gratuites. Ensuite j�ai
fractionn� et d�taill� un certain nombre de questions que j�ai jug�es trop abruptes,
dans le but de rendre le probl�me plus abordable et formateur.


