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REVUE DE
MATHEMATIQUES SPECIALES

Sujets donnés aux concours d’Agrégation
et aux concours d’entrée aux grandes Ecoles en 1975

ugean [ 75

N.D.L.R. — Les sujets des concours, dont nous présentons un éventail aussi large que possible, devenant chaque année
plus copieux, nous avons été dans I'obligation de les faire paraitre sur deux numéros, Nos lecteurs trouveront donc la suite
des sujets au début du numéro deux de la Revue.
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Compositiqn de mathématiques générales,

PREMIERE PARTIE.

’7 6093, » étant un élément de N* {entier naturel non nul), on note (,, T3 .., W) la base canonique de
espace vectoriel Q. La matrice d’une forme quadratique g relative a cotte base est appelée matrice
canonique de ;.7 est dite positive si G (z) > 0 pour tout . . o
M, (Q) (resp. M, (Z)) est Palgébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans Q (resp. Z).
GL, (Q) (resp. GL, (Z)) est le groupe multiplicatif des matrices inversibles de M, (Q) (resp. inversibles

de M, (Z)). I estla matrice unité de M, (Q). ‘M (resp. det M) est Ia transposée (resp. le déterminant)
de la matrice M. Dans cette premiére partie, n ne prend que les valeurs 2 ot 3. - '

'I.'—-.1° Soit ‘g une forme quadratique de Q2, de matrice canonique M = [ “ 0] €GL, (Z). On pose -
= det M. Montrer que, si § est non dégénérée, positive, alors § — 1. v w

T. — 2° On ‘suppose toujours M e GL, (Z) et, pour cette question et Ia suivante, 8 = 1. Montrer que
P'une des deux formes 7 ou — 7 est non dégénérée, positive, .

L — 30 a) En admettant ici que g est non dégénérée, positive, démontrer, pour u # 1, Vexistence d’une
matrice P = [‘: (ﬂ €GL, (Z) telle que, si M’ = 'PMP — [ w "'] alors 0 < w < L.
. ) * [ 4

b) En déduire 'existence de N € GL, (Z) telle que M = *NN. Enoncer une propriété relative & la décompo-
sition de g en somme de deux carrés,

I — 4° Jusqu’a la fin de cette premiére partie, g désigne une forme quadratique de Q3, non dégénérée,

positive, dont la matrice canonique v ;
‘ : m p g '
M=|p m -r T,
g r m"

est un élément de GL, (Z).
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Que peut-on dire deg signes de m, m’, m" ot det M?

Montrer que, si M n’est pas égale & I, I'une des six inégalités suivantes est vérifide :

n

m m' m m’ m
IPI > T: lPl > T’ l9, > ‘2—1 IQI > T, l"l >.Ta "'l > T

. {On pourra séparer le cas m = m' = m", puis le cas mzmzm" ms m")

=

L —50q) Déterminer alors une matrice triangulaire p GL; (Z) telle que M,

="'PMP soit de méme type
que M, avec, par exemple,

My=m,  m<m—, my = m’,

b} En déduire existence de N e GL, (Z) telle que M = ¢NN,
'Enoncer une propriété relative a Ia décomposition de 7 en somme de trojs carrés.

<) Application numérique ; M = [ 01 1] {on se limitera 3 exhiber une matrice N).

L — 60 Donner un exemple de matrice M e GL; (Z), telle que ‘M = M, que det M = 1 et qu’il n’existe
aucune matrice N e GL; (Z) vérifiant M — ‘NN (un exemple & coefficients dang N* serait apprécié).

Devxiiune PARTIE.

V est un espaée vectoriel de dimension n sur Q; H, H’ .. -» sont, par convention, deg sous-groupes
additifs de Vv (confondus, selon Pusage, avec les ensembles sous-jacents). 3, = Hom (H, Z) est Pensemble

. des morphismes de groupede H vers Z, fI estlo Sous-espace vectoriel de V' engendré par H. La somme
H 4 H estle Sous-groupe de V engendré par H U H’. Pour Ae€Q, AH est image de H par I’homo.-
thétie de rapport 3, ’

Une Z-base de H est une famille libre do vecteurs de V telle qu'un vecteur de V appartient & H s

i
?
., et seulement si, il est combinaison linéaire & coeflicients entiers relatifs des vecteurs de la famille. Un résean

est un'__sous~gro_upe de V admettan@ au moins une Z-base de cardinal », I, 1/, ..., sont, par convention,
des réseaux de 'V, Un sous-résean est un réseau d’un Sous-espace vectoriel de V.

o I[;r—e 1° ﬁémpn_!trex_' que =,

I —20 B {edi<ic, étant une famille finie de vecteurs de V, gp note B la matrice des coordonnées
des vecteurs ¢, (1< i< p), dans une base (@), 1<j< r), de V considérée comme fixe dans tout le pro-
bléme: B est appelée matrice canonique de 4. Montrer que, B et B’ gtant les matrices canoniques d’une

Zbase # de L ot d’une famille fiie B’ de vecteurs de L, &' estune Z-basede L, si, et seulement si, il existe
PeGL, (Z) telle que B’ < Bp, Montrer que le rationnel vol L = |det B| est indépendant du choix d’une |

Z-base de L. v _ . )

IL —3° I’ étant un réseau de V, montrer qu’il existe d e N* te] que dL' < L et que d» ( Y—Q:—ILJ—‘-') est
entier. ) . _ vo

H. —4° H étant un Sous-groupe de L non réduit a {0}, montrer que H est up sous-réseau de V {on
pourra, par exemple, considérer une Z-base {e) de L, rechercher un élément @ de N* une application coor-

“donnée ¢, un vecteur & tel que ¢ (b) = a et utiliger Pendomorphisme § de H défini par ) (z) = x—%ﬂ b.)

IL — 5° Montrer que Pintersection et la somme de deux réseaux de V sont des réseaux.

IL—6° X ot v étant les matrices canoniques de deux vecteurs z et y de V, on note (z]y) = XY
{produit de z et de ¥), et Jz2=txXX (carré de =z). Une partie A de V egt dite bornée s’il existe un ration-
nel & tel que et < of pour tout = e A. Montrer que tout SOus-groupe H de V dont Pintersection avec
toute partie bornée de V gt finie est un sous-réseau de V' (on pourrs considérer une famille libre maximale

- A}

R e ——
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-
(Ray -+ - he) de vecteurs de H, la partie Q de V formée des vecteurs Ep.‘-h,., weQ nio, 1], et associer
r r i=1
au vecteur Zkih;, % €Q, le vecteur 2 (n— DR, ol le symbole [ ] représente la partie entitre).
i=1 i=1
Démontrer la réciproque.
TROISIEME PARTIE.

H étant un sous-groupe de V, on note H, lensemble des z eV tels que, pour tout y € H, on ait

(zly)eZ. Uw:;\ire {resp. unimodulaire) si Ly==rL (resp. Ly=L); il est dit r-modu-
laire trivial il existe une Z-base ey de L~ orthogonale (c’est--dire vérifiant (e ] ;) = 0 pour i #jl

ot telle que lef® = L pour tout i (-—1— gappelle alors le carré de la  Z-base; cette dernitre est dite ortho-
r r
normale si r = 1). F, estle corps a deux éléments.

1. — 1° a) Démontrer que, si L est un réseau de vV, &, = Hom (L, Z) est un réseau d’un certain espace
vectoriel W de dimension n sur Q (on ‘pourra utiliser la famille “{efy de &, définie par & (e) = 3;)).

p) Définir un isomorphisme o du groupe Lo sur Lo indépendant de tout choix de Z-base de L. En
déduire que L, est un réseau de V, dont on explicitera une Z-hase & partir d’une Z-base de L.

I —2° L et L' étant deux réseaux de V, démontrer les égalités :
, Lo=Ly (L+Lh=L L, (L ALY =L+ Lj  (volL) (vol Ly} = 1.
Calculer vol L dans le cas ot L est r-modulaire.

L — 3° On suppose jusqu’a 1a fin de cette partie que L est un réseau r-modulaire trivial. Montrer que L
est r-modulaire, et qu’il existe une ¢ similitude directe » (notion que Ton définira par analogie avec la structure
euclidienne de R") trapsformant le réseau fondamental A, sous-groupe engendré par la base canonique (w;),
de V, en L. ' '

LI — 4° @) On note Aut L Yensemble des morphismes de groupe s de L dans lui-méme tels que
(s(z)ls(y)) = {xly) pour tout couple (z,y) de L On considére une Z-base () de L, orthogonale et de carré

—t—. A tout élément s de AutL, on associe la matrice S des coordonnées des vecteurs e, =s (g) dans la

Z-base (). Montrer qu’il existe un élément & de S, (groupe des permutations de [1, n]) etune application &
de [1,n} dans {—1, + 1} tels que I’élément (i,j) de S s'écrive sous la forme s;; = €{j) 8 kip- Calculer le
cardinal de Aut L. . : ‘ .

b) E‘gxdier Tensemble U des se Aut L auxquels on peut associer umne application f de [1,n] dans
{—1, + 1} telle que vélément (i, j) de S gécrive ;= f(i) 8, ;3 wn tel s sera noté.s,. Comparer U et
le groupe (F3, +). : c

¢) Btudier Iensemble T des se€AutL tels que, k ¢§, étant défini comme en a), lélément (i, j) de 8
gécrive s;; = 8, x(ps un tel s sera noté s : '

Comparer T et le groupe (Bps ©)-

IIL. — 5° a) Montrer que tout s e Aut L se décompose, de maniére unique; sous la forme §==5;° Sk
(Sf, s,‘) eU x T. )

p) Déterminer un morphisme ¢ de T dansle groupe Aut U des gutoinorphismes de groupe de U tel que
U x T, muni de laloi

, (sp5 5 O {5y 56 = {spo plsilsp)s s o sl
soit isomorphe & Aut L, muni de la loi o. _
IIL. — 6° Déterminer une loi % sur le produit cartésien ¥3 X S, telle qu'il existe un ijsomorphisme 6 de

ce produit sur Aut L. Caractériser, par analogie avec @,.un morphisme F de S, dans le groupe linéaire de
dimension n sur F,, en calculant la matrice de F (k) relative ala base canonique de F3.

QUATRIEME PARTIE.

On définit dans V les isométries {resp. les rotations), et les groupes matriciels correspondénts 0, (Q}
(resp. O+(Q)) par analogie avec les notions similaires des espaces euclidiens récls. T, est P’ensemble des
entiers m de la forme m=ok+ -+ ok €L ’
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IV. — 1° Dans toute cette partie, L est un réseau unimodulaire de V. (¢} étant une Z-base quelconque
de L, de matrice canonique B, onp considére Pautomorphisme A de V de matrice canonique B, et la forme
quadratique § définie par glz) = Mz)|2. Que peut-on dire de la matrice canonique M de §; de V'image
g (A) du réseau fondamental A par §?

IV. — 20 Dans les questions suivantes (jusqu’a IV, 5° incluse), on suppose n = 3. Montrer que F{A) = I

1V.—3° Démontrer que L est unimodulaire trivial. Caractériser, & 'aide des ensembles OFf (Q) et GL;(Z),
les matrices canoniques des Z-bases des réseaux. unimodulaires de V. Comment obtient-on ces réseaux a partir
de A? :

IV. — 4° Résoudre 1’équation matricielle KK = BB, ou K e GL, (Z) et B est définie au IV, 1°. Dénom-
brer les solutions. . . .

IV. — 50 Si L' est un réseau de V tel que L' < Lg, démontrer Texistence d’un réseau unimodulaire tri-
vial L tel que L'’ =L = Lg (on pourra considérer (A + L) N Lg).

1V. — 6° Indiquer briévement ce que deviennent les questions précédentes pour » = 2.

CINQUIEME PARTIE.

F, est le corps a p éléments (p: entier naturel premier). La notation pgcd. (x, ¥, 3) représente le
plus grand commun diviseur, nécessairement positif, des entiers (x, ¥, 2).

V. — 1° Démontrer que le triplet (%, y, 5} € N® est solution de I’équation
zz—yt=1
si, et seulement si, il existe (a, b, ¢, d)eZ* tels que
ad — bc = 1, a4 B ==z, 0<ac+ bd=y, 24 d? =z

V. — 2° Démontrer que I'équation a* + 1 =10 n'a de solutions dans F, que‘ si, et seulement si, p €Z,.
Montrer qu’alors ou bien p =2, ou bien il existe geN tel que p=14¢q+ 1. .

V. — 30 &'l existe geN tel que p=144g+ 1 soit premier, démontrer (par exemple & V’aide du groupe
multiplicatif de F;)} que p divise [(29) = {p—1)1 et [(29) 1 + 1. En déduire les éléments de X, qui sont
des nombres premiers. .

premiers d’un entier m, pour que m € T, En déduire que, si g est la forme quadratique définie en IV, 1°, pour

V. — 4° Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur la parité des exposants des diviseurs ‘
n=2cetsi z et y sont des vecteurs de A tels que gly) divise g(x), il existe alors ze€ A tel que

(=) = qly)gla)-
La propriété analogue serait-elle vraie pour. » = 3? (Considérer par exemple le nombre 7.)

V.—5° ) Soit m un entier; démontrer que Péquation z* + y? = mz n’a de solution (z, y, z) € N® autre

que (0, 0, 0) que si, et seulement si, m €Z,. Déterminer alors toutes les solutions (z, v, 2) € Q3.
1pg . ;

pir

gri

~

b) En déduire que 'équation

=1, {p, g, ) € Z¢ n’admet que la solution (0, 0, 0) (on pourra

poser, par exemple, m = pt—1).

V. — 6° a) Déduire. des relations (z, y, 3, t) EN*, pged. (x,y, 2 =1, zz= y* + & que z et tous les
diviseurs premiers qu: tigurent dans z 3 une puissance impaire appartiennent a Z, '
b) Démontrer qu’il existe alors B €GL, (Q), PeM,(Z), NeGL,(Z) telles que

M= [“’ ”] = 'B'B’ = {(NP)NP.
y Z

V. — 7° Démontrer que le quadruplet (z, ¥, 2, 1) € N* est solution de Véquation zz=y2 + ¢}, tF0 si,
et seulement si, il existe (a, b, ¢, d, 8} € Z5 tels que

o= 8at+bY), y=38lact+bd), z=3c+dY) t=3ad—bd#0

5 étant le produit des nombres premiers p de la forme 4¢ + 3 figurant dans x avec un exposant impair.
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V.—8 M= [: i] stant une matrice de GL (Q), démontrer qu’il existe A €M, (Z) telle que M=tAA

si, et seulement si, (=, ¥, 2) € i”, Vaz —y2eN*, z € z,.
Examiner le cas ot M e M, (Q), det M = 0.

V. —9° » appartenant & Z, démontrer que le quadruplet {z, ¥, 2, tyeZt est solution de 1’éguation
zz =y + ot® si, et seulement si, il existe («, 8, ¥ 5, 8 p»q) EZ7 tel que

©=ay—p, o=dlap?+Wpg+ P Y= dglBp + vah  z=dg*y, t=dgp
(On pourra par exemple se ramener au cas oup.cgd. (ty)=1, en posant :
i=pged oy s, dd=pged Ly, 4= p.g.cd. (A, z)

et en exprimant y en fonction de t et z.)
En déduire que le quadruplet (z,y, 5 ) e Zt est solution de Iéquation xz = y* + & si, el seulement si, il
existe {(a, b, ¢, d,8) € Z5 tels que

z=28a+ b, Y= Slac + bd), z=3(+ d?), = 3{ad — be).

Composition d’analyse.

PREAMBULE.

Les propriétés suivantes de la fonction T pourront étre utilisées sans démonstration; elles n’interviennent
pas dans la premiére partie du probleme. :
Soit s un nombre complexe; on note Rels) sa partie réelle, Im(s) sa partie imaginaire. Pour Rels) > 0,

on pose Ts) = r T etp-1 dt.
JO

La fonction T' est holomorphe dans le demi-plan Re(s) > 0. Elle se prolonge en uﬁe fonction méromorphe
dans C dont les pdles sons les entiers négatifs ou nuls. Ces poles sont simples, et le résidu de T au point

s=—p, (peN), est L‘—‘—%P—'
. p
8i s n’est pas un pdle, ona Ts+1)=s T(s), et T(s) # 0. :
Soit o,, o, des nombres réels tels que o, < o, et m un entier positif; on a lim | T(s + it)} = 0, uni-
formément pour o élément de [oy, 62} e
Enfin, si ¢ et z sont des nombres réels strictement positifs, on a

—0 == ..Ll-— 8
¢ 2im j;w(:):«:z r(s) ds’

la droite Re(s) = ¢ étant orientée dans le sens des ordonnées croissantes. (Cette convention d’orientation est
conservée pour toutes les intégrales analogues apparaissant dans le probleme.)

Si z est un nombre complexe non nul, on note Arg(z) Punique détermination de ’argument de z qui appar-
tient a [— m, =[, et I'on pose Log(z) = Logls| + ¢ Arg{z), puis, pour tout nombre complexe a, 2% = e Log (2,

Dans tout le probléme, & désigne I'ensemble des nombres complexes dont la partie imaginaire est stricte-
ment positive. :

Soit 2 un réel strictement positif; une fonction f définie dans & est dite périodique, de période 2, si, quel
que soit z€%, ona flz + 2} = fla). V

PREMIERE PARTIE.

L — 10 Soit f une fonction définie dans ¢, holomorphe ot périodique de période A.
a) Démontrer qu’il existe une fonction g, définie et holomorphe dans I'ouvert

(slzeC et 0 <|g <1},
telle que

glex=r) = f(z).
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