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RE\IUE DE

MATHEMATIGUES SPECIALES

- Sujets donnés aux concours d’Agrégation -
et aux concours d’entrée aux grandes Ecoles en 1974

i N.D.L.R. — Pour permettre & ce numéro de la Revue de présenter un éventail des concours aussi large que possible, nous
avons dii renoncer & faire paraitre le sujet de certaines épreuves. Nos lecteurs voudront bien nous en excuser. :

~ AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES

Compos;twn de mathématiques genemles

6057 Nowrarrons. — Dans les premibre, troisitme et quatriéme partxes on dé51gne par K un corps commutatlf
"-de caractéristique différente de 2; dans la deuxizme partle le corps de base est R; dansla cmquleme
-partie le corps de base est C. '
Si- B désigne un K-espace vectoriel, l’ensemble des sous- espaces vectorlels de E de dlmensmn donnee r
est noté ¥%,(E); le sous-espace vectoriel engendré par une partie. donnee A de E est noté Vv (A), le groupe
hnealre de E est noté GL(E).

AVERTISSEMENT — Les tr oméme quatrieme et cinquiéme parties sont mdependantes de la. deux1éme

PREMIERE PARTIE.

Soit V un X- -espace vectoriel de dimension &, et soit p un entier >-2; on note -A} le K- -espace vectoriel
-des formes p-linéaires et alternées sur V, et A, le dual de. A; Donnerla dimension de A,; et celle de A,
A deux élémerits quelconques z,y de V on associe ’élément: de A,, noté z AY, défini par

Vfehsd [l AyNT) =Tla J)}

1. — 1° Prouver que Papplication (z, y) ——z A Y est blhnealre alternée de V x V dans A2 L’image
de cette application estnotée 2. ' . . _

I. — 20 Soit «=2; A 2, un élément non nul de <. Montrer que les solutions dans V x V de Iéquation '

z Ay = « sontles couples (z = Az; + Nz, y = pxy + w'zy), -avee (A, N, u, ) e K et ' —Wp = 1.
Comparer ¥'(z, y) et ¥ (z;, z,). En déduire une bijection naturelle 5 de gz(V) sur l’ensemble des
droites vectorielles de A, contenues dans 9. :

1. — 30 Qoit & = (e, €y, €3, &) une base ordonnée de V.

Montrer que la famille & = (e; A e, &; A €5, €5 A €y, €5 A € €4 N\ €5, €5 N\ &) est une base ordonnée de A,.

Expliciter les coordonnéés de z A y dans la base & lorsque z et y sont donnés par leurs coordonnées
(E)i<i<a €t (n)i<i<q danslabase 2.
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DEUXIEME PARTIE.

Dans cette partié, 'espace R® est muni de Porientation et de la structure euclidienne dans lesquelles la base
canonique' est directe et orthonormale. La notation u A v (resp. u.v). désigne le produit vectoriel (resp. le
produit scalaire) dans cet espace.

Soit E, le R-espace vectoriel R.X R?, d’élémenf générique ( i) et E, le R-espace vectoriel R® %X RS,
d’élémeht générique [ : ] _ . ) )

On définit sur E, Popération T, & valeurs dans E,, par ( z ) T ( b ) = [“i ‘X _bx] et 'on appelle cone
@ Yensemble des composés ainsi obtenus dans E. . . ¥ Y o

H. — 1° Démontrer <[ :] € (g) <> (u.v = 0):

II. — 2° Soit p un élément donné de R®. Montrer que 'image H de lapplication de R® dans E,, définie

par u — [p X u]’ est un sous-espace vectoriel de B, contenu dans %.

Soit m un élément donhé de R® Montrer que limage L de application de R® dans E,, définie par

vy Am L :
v}———>[ /: ]7 est un sous-espace vectoriel de E; contenu dans %..

Montrer que tout élément de L est le composé de deux éléments de E; dela forme ( -(:- ) avec a = in.x.. _

II. — 3° On se propose d’¢tudier tous les S0UuS-espaces vectoriels de B, de dimension trois, contenus.dans %.
Lorsque [ : ] décrit un tel sous-espace W, u décrit un sous-espace vectoriel s(W) et v décrit un sous-espace

vectoriel . {{W). : . )
a) Si ¢(W) est de dimension 3, montrer qu’'a toute base orthonormée directe (7, j, k) de R® correspondent
des réels, a, b, ¢ et un sous-espace vectoriel F de B, vérifiant les propriétés suivantes:

W e ()

(it) W est I'ensemble des composés des éléments de F' deux & deux.

'b) Reprendre I'étude dans le. cas ou (W) est de dimension 1, en chéerchant F de la forme

1 b ¢ ’
".V(<0>’, (,- ) (k))
et vérifiant (ii). o : .
" ¢) Examiner le cas ou (W) est de dimension paire et s{(W) de dimension 3.

" TROISIEME PARTIE.

. On reprend ici 'étude générale amorcée a la premiére partie.

. — 1° Soit a, B des cléments dé 9 et (x,);<;<q desélémentsde V tels que xl/\:xz'= & et Ty AT = B
Soit @ un élément de "Ay; mountrer que le scalaire qlay, %3, 3, %4} DE dépend que dé « et. B; on le note pla, B).
On désigne par « V B la forme linéaire sur Ag telle que ’

VeeAll [V Ble) =3l B

Ktablir que Uapplication (e, B).—> o V (3 de @ x @ dans A, se prolonge de fagon unique en une appli-
cation bilinéaire symétrique de A, X A, daps A, que Pon écrira encore . {a, B) >« V- B. '
. I — 2° Soit % une base ordonnée de V et # labase de A, associée & % (notations de I, 3°). On
définit Pélément e e A, par [Vo e ALl [elo) = ofen, € e, €)1; (¢) est une base de A,. Soit I la forme bili-
néaire symétrique sur A, qui, & tout couple («, B) € Ay X A,, associe la coordonnée de aV B sur e. .
Ecrire la matrice de g dans la base g8. Quel est le rang de q%? Lorsque K = R, quelle estla signature
de q%?‘Reprenant K quelconque, soit %’ une autre base de V. Quelle relation y a-t-il entre g et q%,?

1. — 30 Soit « un élément de A,. Démontrer [x€ D] <=3 [V a=0]
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TII. — 4° Un sous-espace vectoriel de A, sera dit D-isotrope s'il est contenu dans Z. Soit «, 3 deux éléments
linéairement indépendants de Ag, et (z)1<i<q des éléments de V tels que z; Az, =o et z3 Azg=0. .~

@) Montrer que, pour que’ ¥ («, B) " ne soit pas D-isotrope, il faut et il suffit que les plans V (2, z,) et
- ¥ (xs, 7,) soient des Sous-espaces supplémentaires de V.

b) Montrer que si ¥ {«, 8) est P-isotrope, on peut trouver trois eléments z,z', 2" de V telsque z Az = o
et z /\ " = .

QUATRIEME PARTIE.
On désigne par Q le groupe des automorphismes u e GLyg(A,) tels que
Ve e Al [VB € Ap] [u{e) V u(p) =« V B]

et par G le sous-groupe des ue Q tels que det (u) = 1.
Un sous-espace vectoriel E de A, est dit D-isotrope maximal sila relation « F est un sous- espace 9—1sotrope
et B < F» implique: « E = F».

V. — 1° q) Soit & = = (e i)1<i<4 une base de V; prouver que pour tout {1 < ¢ < 4&), les sous-espaces

H(%B) = ¥ (le; A e)jd) et Ly(B) = ¥ ((e; A en)jsti,a%:) sont D-isotropes maximaux.
b) Soit E un sous-espace Z- 1sotrope de dimension 3. Montrer que 'on’est dans Pun des cas suivants:
(1) _ . B est dela forme H,(%),
(2) E est dela forme L(%),

‘et que ces cas s’excluent mutuellement.
On appelle # Densemble des sous-espaces Z-isotropes qui relevent du cas (1), et K74 l’ensemble de ceux
qui releévent du cas (2).

IV. — 20 Montrer -que tout sods -espace .@-isotrope est contenu dans un éous-espace élément de 52 ou de 2.

IV. — 3° @) Pour touf élément de ¥ (V), oh note H, Pensemble des z Ay, ou z parcourt d et ol
y parcourt V;.prouver que 4+ H, est une bijection de %,(V) sur .

Pour tout élément 11 € ¥,(V), onnote Ly I’ensemble des z Ay, ot {z,%) parcourt II x II; prouver que
Il — Ly est une bijection de ‘%,(V) sur " &.

b) Soit E et B’ deux sous-espaces Z-isotropes distincts de dimension 3; prouver que pour que E et B
_solent tous deux éléments de H, ou tous deux éléments de 2, il faut etil suﬁit qué dimy (E N E') =

Que se passe-t-il lorsque E e’ et E'e £?

1V. — 4° 4) Soit « un automorphlsme de. V, etsoit & I'unique automorphisme de A, tel que
o VeeVl[vyeV] [d(z Ay) = olz) Aol

Justifier brigvement existence de &; calculer det (&) en fonction de det (w).
b) Soit GL%(V) le sous-groupe de GLi (V) forme des automorphlsmes dont le déterminant est un carre
dans K:
: - . [Vo € GLE(V)] [3reK] '[det (o) = r2]:
" Prouver que r~1& e G. ’

~ IV. — 59 g) Soit M, et M, deux sous-espaces D-isotropes maximaux de Ay; montrer que si M, e # et
M,ed, ousi M{eZ et Mye, il existe ueG tel que u(M;)=M,; montrer que si M;es et
M,e %, ilexiste ueQ tel que u(M;) = M, )
b) Chaque u € Q induit une bijection de ’ensemble # & sur lui-méme; on note G’ le sous-groupe des
u € Q pourlesquels cette bijection laisse stable chacun des ensembles H et Z. Prouver que G’ est un sous-groupe
d’indice 2 de Q. ,

IV. — 6° a) Soit u un élément de G’. Montrer Vexistence de w eGL%(V) et de reK tels que
& = u et det (o) = r2 : '

En déduire que 'on a G’ = G.

b) Soit J le sous-groupe distingué de G égal & {Id, — Id}, ou Id désigne ’application identique de.
A,. Pour tout w € GLE(V), on note & la classe modulo (J) de r~'@&, classe qui ne dépend que de e (et non
du scalaire r tel que det (w) = r?). Etablir que « & estun homomorphisme surjectif du groupe GLE(V)
sur le groupe quotient G/J : préciserle noyau de cet homomorphisme.
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CINQUIEME PARTIE.
Dans cette derniére partie, ot 'on suppose K = C, .on conserve les notations V et A, des premiére, troi-
sieme et quatrieme parties et on appelle Z(V) et .‘}’(Az) les espaces projectifs respectivement issus de V et de
et de A, ,
V. — 1° La bl]ectlon S du I 20, induit une bijection A de lensemble des droites projectives de (V)
sur Pensemble D des points de 9( ,) issus des droites vectorielles de A, contenues dans &. Vérifier que D

est une quadrique propre de P(A,).
Interpréter dans le langage de la géométrie projective les résultats des questions IV, 1°, 20, 30.

V. — 2° On donne une conigue propre I' tracée sur D, dont le plan est noté P(T'). Montrer qu’en général
I’application A~ ‘envoie I' sur I'ensemble des génératrices de 'un des deux systémes d’une quadrique propre
Q(T") dans Z(V). Quels sont les cas d’exception? Que se passe-t-il alors?

V. — 3°a) SOIt I; et I, deux coniques propres distinctes tracées sur ‘D, telles que.les quadrlques Q(I‘l)
et Q(I';) soient propres. Montrer que I'on a Q(I';) = Q{T%) "si, et seulement si, les plans P(T';) et P(I;) sont
des sous-espaces conjugués par rapport 4 D. Réciproquement, prouver que toute quadrique propre de .@(V) est'
de la forme Q(T).

b) Soit S une variété linéaire pI‘O]eC‘thB de dimension 8 dans P(A,), rencontrant D suivant une quadrigue
propre L de 8. Montrer qu'il existe deux droites d, et d, non coplanaires dans Z(V) {elles que A-i(E) soit
Pensemble des droites de ZP(V) rencontrant d, et dy. Rec1proque :

Composition d’analyse.
Dans ce qui suit « désigne un nombre réel donné une fois pour toutes et tel que « > -—-;— Toutes les fonc-

tions considérées sont & valeurs dans le corps C des nombres complexes. Pour simplifier 'écriture on cdnvienﬁ
que dans une intégrale du type f F(z) (1 — 2% dz, on remplacera le symbole (1 — z?)dz par do{z);
écrira ainsi cette intégrale f F(x) dc( ). ’

Si f et g sont deux fonctions continues sur Pintervalle fermé I = [—1, 1], on pose

flg) = [ (@) g aota.

" PREMIERE PARTIE.

I — A) Pour toute fonction f deux fois dérivable sur I on pose "
(Lf)z) = (1-—w2)f"( v) — 2(e + Nefla); el <1
10 Montrer que si f et g sont deux fois contintiment dérivables sur I, on a (Lf|g) = (f |Lg).

- 29 Pour tout entier n = 0, soif ' E, Vensemble des restrictions & 1 des fonctions polynomlales de degré
inférieur ou égal & n.. On convient des abus de notation suivants :

© —un polynome et la fonction qu’il définit, ainsi que la restriction de celle-ci & I, sont désignés par le méme
‘symbole; .
— pour tout entier s = 0, on note z* la fonction = b—sz°, {Jz] < 1).
Ceci.étant, montrer: L(E,,) < E,. En dedmre que si P est un polynome de degré n tel que x’[P =0 pour
0<s<n—1, alors LP + A, P =0, ol A, est un nombre réel qu'on déterminera.

o . _‘ . (_1)" N —_— 2—¢i a2\t
3°-On pose P"(x)'—zn(a+1).'.(a+n)(1 z?) - [{1 —a?)m=].

Montrer que P, est un polyndéme de degré n.
Vérifier '

P(1) =
(PP, ) si n#m,
LP, + 7\ P

1. — B) Pour tout (a,b A) € R?, -le symbole al, represente le réel égal & 0si a < 0 égal 3 a* 8 a > 0.

Si z,y et z sontdespointsde I = ]—1,1[, on pose H{z,y, 1) M=y —2t 2xyz)1—112_

(T — a1 — (1 — 2
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0

d*une méme famille ont exactement un point commun, tandis que deux plans des deux familles se rencontrent
suivant une droite ou ne se rencontrent pas. Le groupe PO(q} opére fidelement sur ¢, U Cp; les éléments de
PO(q)\PSO(q) échangent ¢, et U, tandis que PSO(g) opére fidélement et transitivement sur chacun des
ensembles §; et ¢, et n’opére pas transitivement sur [SRCR S

b) Si ¢, et ¥, sont numéroteés convenablement : un plan P €, est 'image, par A, de I’ensemble des
droites de (V) passant par un point bien -déterminé, tandis qu'un plan P € ¢, est 'image, par A, .de I'ensemble
_ des droites de (V) contenues dans un plan bien déterminé; A induit ainsi une bijection 7 de Z(V) sur G
et une bijection f* de Z*(V) sur G, :

A Taide de la bijection f, un élément u e PSO(g) peut dong étre interprété comme une bijection % de Pespace -
projectif P(V) sur lui-méme, et, & Paide de f*, comme une Kijection w* de P*(V) surlui-méme. La définition
"de A montre immédiatement que % et u*- respectent Iincidence, d’ou il suit que % conserve I’alignement et est
une collingation. Finalement wuf—s 7 réalise un isomorphisme de - PSO{g) sur un groupe - g de collinéations de”
P(V). Que g soit en fait le groupe PGLE(V), ¢’est 'un des objets du probléme que de le prouver en détail.

e
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~Concours de 1974. '

6057. ENONCE’: R]’;SU_MI?:: Algébre extérieure d’un espace vectoriel de dimensibn 4. Correspondance entre les

droites d’un espace projectif complexe de dimension 3 et une quadrigue propre d’un-espace projectif complexe
de dimension 5. Isomorphismes de groupes remarquables. .- ' -
‘ o o (Voir énoncé complet dans la Revue n° 1, page 1.)

_ ) PnEMxERE BART}E.. '
On sait que dim Aj = dim A, = €, d’ott dim A, = 6, dim A, =1 [considérer une base éVidenté formée
de formes indépendantes & partir d’une partie ordonnée naturellement d’une base (e}, g, €3, €4))-
I — 1° Immédiat & fiartir de la définition. (Ne pas oublier de vérifier la cohérence de la déﬁnition de o)
CL—28i ¢ ¥ (z,, Zy), considérons une base (z,, 5, %, 2) ce qui est possible puisque (z,, z,) est libre;
en posant y = My + N + MT + Mt TE Ny définie par. ' ‘

flon, z2) = 1, flgn 2) = Flz1, 3) = fl@a, @) = (22, 2) = flz, 2} =0,

alf) = fla, ¥) = 0 # fles, 2 = alf),

on a -

ce qui est absur"d‘e." Donc

z eV (a;, mzj, y € ¥V {2y, %), z = i.zl + W, y = px + 1z,
et, Vi€ Ay: aff) = (& A y){f) = (W —)\"y.)oc(f),' soit A —wWp=1 (et réciproquement).  Par suite
' V(ay, z) = V(5 y). '

Posons 3(7(z, ¥)) = Klz A 9). . R
Soit W e %y(V), (z, y) une base de W, a=2x Ay #0 (carsi (z, ¥, 3 1) estune base de V, .
» o f {w, ¢) s det {u, 0, 3, ) . '
‘est telle que o{f) =.1); foute autre basé .(z", y’) est telle que
=Ny, Y=ty =2 Ay = —Na#0,
dolt Ka = I_(o? €. 8 est -sﬁrjective car K{z A y) =3[z, v)); 8 est injecﬁve car

3V (z,y) = SV (2, ) <= Ko = Ko’ <= a”'= pr, p#O _
B g’ = p(hx + XY), . ¥ =pr-+uy, w — N =1

3 est natﬁrellé car indépendante de tout choix de bases; & est d’ailleurs transportée immédiatément_ sil’on .
substitue & V un espace isomorphe V. : '
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I — 30 % est la base duale de la base (g;) telle que ;e €) = 343, pour (k1) et (i,j) éléments de
{1, 2), (1 3), (1, &), (3, &), (4, 2), (2, 3)}. Posons z = y&,el, y_zm ., feh: _

i N

@ AU = }_‘(En, e Ae)lf) pour les (i, j) ci-dessus,
(¢ .

ce qui prouve que tout élément de 9 est combmalson linéaire d’elements de 33 Les coordonnées cherchées sont -

donc
517)2, - 527)11 © Eima — Eamy, Ey s — &gy, Eam - 54“’]3: ga"]z — &y, Ez")a Ea")z

{Notons que Papplication % —> % nest pas injective.)

DEUXIEME PARTIE

I

II — 10 (ay— bx) (x A y) = 0. Reczproquement si u# O on peut prendre a=1,b=0, "x =AY

Il I’
y=u;sl u=0, onpeutprendre a=5b=0 et v=x A ¥y, ce qui. est touJours poss1ble c’est trivial si v = 0,
et résulte des égalités suivantes si v # 0: .

)5 (TP (D))

II. — 20 Le début est trivial (nota‘mment ullp Au)= (v Am).y=0). Onavu pnépédémment que ’équa-
tion x A.y = » admet toujours des solutxons Dés lors, :

| <mxx> T (myy) = [(m x);:;—)(}m y).x] — lil,, /;(/"( ;\ x)]: [v /:in]‘

’

J ki)
(obtenue par exemple par le procédé de Schmidt). Alors

I — 36 a) Soit <[ ’f ], [ ) ]: [ z ]> une base de W, ol JL¥A k)v “est une base orthonormée directe de

Y op V) ER, L (x4 gy ovz) (N i+ vE) =0,
d’olt x.i=yp.j=z.k=0. Il suffit alors de poser
' a=gj=—yk,  b=x.k=-z.d  c=y.i=-—x.j, m=ai+ bj+ ck,

puisq‘ueki/\m=x,_ JAm=y, k/\ni:z'et que
[:]eW=>u=lx+.pL_y+vvz=(7\i+ wj+ vk) Am=vy A m.

(Ceci résulte encore du- fait que tout endomorphisme antlsymetnque de R? est de la forme yi—sv A m.)

W est donc inclus dans un _espace L de méme dimension que lui, qui lui est donc égal. Si [ ’ ] €W, en
posant a priori v=p A q, on sait que [’:]z ("’ 1’) T (m Q); .

p q
. : . — % . Amp\ _ 5[ @) b> (c)
si | p= N+ pj+ vk, ona_(p) ;<i>+“<j + v X
- Réciproquement, (Z)\( t.l >> T (ZX’ ( “ )) = (m.p> T <m.q> = [(p Aa) A m] est combinaison
S AN / i) \ P q / PAgq '

2

lingaire de’ [l /zm] = l? ], ['; ], [Ii]’ donc élément de W: W=FTF.~ ‘
b) Soit i normé engendrant (W). W admet une base du type ([ ? ]; [Jl ]: [ ; ]), ot (i, j, k) est
une base orthonormée directe de R®, puisque 0.i=j.i= k.i =0, obtenue comme en a).

P



