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REVUE DE MATHEMATIQUES SPECIALES
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Sujets donnés aux concours d’Agrégation
et aux concours d’entrée aux grandes Ecoles en 1971

N.D.L.R. — Pour permettre 4 ce numéro de la Revue de présenter un éventail des concours aussi large que possible, nous

_avons di renoncer & faire paraitre le sujet de certaines épreuves, Nos lecteurs voudront bien nous en excuser.

PREMIERE PARTIE

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES

Composition de mathématigues générales.

5051, L’objet du probléme est I’étude de certains sous-groupes du groupe PGL(2, C) des homographies du

plan projectif P,(C) sur le corps C des nombres complexes. Pour toute partie E de P,(C), on notera
F6(E) le sous-groupe de PGL(2, C) formé des homographies % laissant E globalement invariante, c’est-3-dire
telles que Pon ait k(E) = E. Dans certaines questions, on utilisera la droite projective compleze P,(C).

RarreLs. — Une n-forme en trois indéterminées X, Y, T est un polynéme homogéne F de C[X,Y,T]de
degré n supérieur ou égal & 1. Un repére projectif de P,(C) étant choisi, lensemble C(F) des points M de
P,(C) dont les coordonnées X, Y et T wvérifient F(X, Y, T) =0, estla courbe algébrique attachée & F; les
éléments de C(F) sont les points de la forme; ainsi & une 1-forme est attachée une droite, 4 une 2-forme une conigue
propre ou 1a réunion de deuz droites... Les courbes attachées 4 deux 2-formes F, et F, sont égales si, et seulement
si, F, et F, sont proportionnelles.

 Soit M,(X,, Yo, To) un point de C(F) et M,(X;, Y, T;) un point de P,(C) (M, # M,); en M, la droite de
représentation M = M, + pM, rencontre C(F) . 'ordre k (ou k fois) pour la forme F, sila valuation du poly-
néme F(X, + pX,, Yo+ pYy, To -+ ¢Ty) parrapport & p est égale 2 k (par convention la valuation du poly-
néme nul est + o). La droite M = M, + pM, est tangente en M, & C(F) si k est supérieur ou égal & 2 et s’il
existe une droite rencontrant en M, la courbe C(F) & un ordre I < ki1 (1 <1< 4 ). Lordre du point M,
pour laforme F est le minimum de cette valuation quand M, varie; M, est singulier si son ordre est supé-
rieur ou égal a 2 [pour cela, il faut et il suffit que 'on ait Fi(My) = F3(M,} = FT(M(,) = 0]. Dansle cas contraire
M, est simple.

Enfin on admettra que, si les deux n-formes F, et F, sont irréductibles, 1a relation C(F,) = C(F,) équivaut
3 Pexistence d’un complexe, t, non nul tel que 'on ait F; = tF,. Il s’ensuit que, pour toute courbe algébrique

 T'=C(F) attachée a une forme irréductible F et pour toute homographie hePGL(2, C), on a A([) =T si,

et seulement si, il existe un complexe ¢ non nul tel que Yon ait F(X', Y/, T)=tF(X, Y, T), ot X,Y et T
désignent les coordonnées d’un point M quelconque de Po(C) et X', Y' et T' celles de M' = h(M).

I.— On appelle triangle un ensemble de trois points non alignés de P,(C), et cétés de ce triangle les trois droites
joignant deux a deux les trois points. On appelle guadrangle un ensemble de quatre points de P,(C) dont trois
quelconques ne sont pas alignés, et cétés de ce quadrangle les six droites joignant deux & deux les quatre points;
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~+., ces cdtés se coupent deux a deux en sept points dont trois n’appartiennent pas au quadrangle et forment son triangle
. diagonal. o - ) L T T o ' ' '
.. Dans toute la partie I, on désigne par Q un quadrangle ABCD donnsé.
~ On conviendra de réserver I'appellation conigue aux coniques propres et aux réunions de deux droites distinctes.
-1° Montrer que le groupe J6(Q) est isomorphe au groupe des permutations de Q. Dans la suite, on notera
Jo(Q) le sous-groupe de 76(Q) formé des homographies correspondant aux permutations pairesde Q. . )
- " 2° Dans Py(C) on choisit le repére R tel que Q soit Pensemble des points A (1, 1, 1), B (—1, 1, 1),
o . C{—=1,—1,1) et D{1,—1,1). On désigne par- @ le faisceau linéaire ponctuel des coniques attachées aux
. " formes 2 (X2 T?) + (T2 —7Y2), ol 1, et 2, sont deux complexes non simultanément nuls. ,
= .~ %" a) Démontrer que I'on peut définir une bijection 6 de @ sur P,(C) telle que la conique d’équation
s SRR T MR (T — Yy =0 S
o -corresponde, dans un repére convenable de 'PI(C), au .point de coordonnées homogénes (3, A,). -Dans la suite,
-on identifie @ et P,{C) i laidede 6. - » . ' ;
b) Pour toute conique, K, de @ et pour toute homographie, %, de #(Q), la transformée A(K) est une
conique de ®. Démontrer que, pour % fixée, I’application %: Kb h(K) est une homographie de P,(C).

L’application 2~—>% est un homomorphisme de #4(Q) dans le groupe PGL(1,C) des homographies de
i "+ Py(C); en déterminer avec-précision limage, I,, et-le noyau [en appelant abscisse projective de N(a,, X)) le
' birapport p = (), %, 0, ®), on pourra définir toute homographie de P,(C) en exprimant en fonction de P
o : - Pabscisse projective p’ de Yimage N’ de NJ]. )
- © " ‘e¢) Quels sont les points doubles des homographies éléments de Tq? Montrer que les orbites des éléments de @
sous #6(Q) ont en général six éléments, que deux d’entre elles ont trois éléments et que I'une d’entre elles a deux .
éléments. Représenter sur une méme figure les orbites a trois éléments. ‘ .
3° a) Démontrer que J6(Q) est engendrsé par les homographies, ¢ et =, correspondant aux permutations
(ABCD) ot (AB.CD :

BACD BCD A)' Représenter o et + par des matrices, relativement au repére R.

Démontrer que b(Q) est engendré par les homographies, ¢ et ¢, correspondant aux permutations <§ g g g)
: ABCD . . . X '
et BAD C>' Représenter o et ¢ par des matrices, relativement & R.

b) Montrer qu’il existe dans P.{C}) une conique et une seule, K(Q), laissée globalement invariante par toute

homographie de #6(Q). Quelles sont les polaires de A, B, C et D par rapport a K(Q? ;

. ¢) Onsedonne un ensemble, Q*, de quatre droites de P,(C), dont trois quelconques ne sont pas concourantes.
Déterminer le grotpe des homographies qui laissent Q* globalement invariant. .
- 4° Le repére étant toujours R, on s’intéresse ici & des courbes algébriques soit invariantes par toute homogra-
] phie du groupe 76(Q) [en abrégé par F(Q)], soit invariantes par toute homographie du groupe Jo(Q) [par
SO en. - . - 4
*° ) Etablir qu’une courbe attachée i une 4-forme H(X, Y, T) est invariante par ¥6(Q) si, et seulement si,

on a , - -
. H(X, Y, T)=8(X2 Y% T?, ot S est une 2-forme symétrique.

b) Trouver les 4-formes dont les courbes attachées sont invariantes par H(Q).

I — On conserve toutes les notations précédentes; P, (C) est rapporté a ®. Pour tout re C, on désigne
par F, la &-forme suivante : ' '
. Xt 4+ Y4 T4  20(Y2T2 + T2X2 4 X2Y?)

et par () la courbe algébrique €(F,). On note F, Ia forme
, : v ) YoT2 + T2X® 4 X2Y2

, et (Cx) la courbe C(F.); Fo et (Cw) Rinterviennent que dans les questions 1°, a et 6°. Une 4-forme F, (ou Fo)
" . et une droite (L) étant données, on dit que (L) est tangente double a la courbe (G} attachée [ou (C.)] si (L)
la rencontre soit aux ordres 2 et 2 en deux points simples distincts, soit & 'ordre 4 en un point simple. Une telle '
tangente double est dite ordinaire dans le premier cas, stationnaire dans le deuxiéme. On se propose dans cette partie
de déterminer les tangentes doubles & certaines courbes (Gy). ) .
1° q) Etablir que F,, estirréductible et préciser ses points singuliers. Trouver une représentation paramétrique
rationnelle propre de (C.,). ’ i .
.. b) Vérifier que (C-;) est la réunion de quatre droites. Pour quelles autres valeurs complexes A la forme F;
;o ~.a-t-elle des points singuliers? Démontrer que pour ces valeurs Fy n’est pas irréductible dans C[X,Y, T]. Préciser

B y
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les courbes (Ca) correspondantes. On note A lensemble des valeurs de A pour lesquelles Fy est irréductible; © .
" dans la suite, sauf au 6°, on impose & A d’appartenira A. .
. ¢} Etablir que, pour he A, les courbes (Ci) admettent comme tangentes doubles fixes ordinaires les quatre

droites de (C_,). et que les points de’ contact ne dependent pas de A . :
20 Determmer les tangentes doublés 4 (C) qui passent par les trois points suivants: o
(1) (0, 0,1); (0,1, 0); (4, 0, 0). U

Sont-elles ordinaires ou stationnaires? ‘ S -
39 On désigne par g l'application de P,{C) ‘dans lm meme qui, é\ tout pomt M(X Y T) fait correspondre "
le point g(M) de coordonnées (X2, Y2, T2). - \ o
a) Démontrer que, si (T') est une courbe algebnque, g-l(I‘)' est une courbe algebrlque. Quelle est l’imagé par
g d’une courbe (Gh)?
b) On désigné par % la famille des coniques propres de Pa(C) tangentes aux trois droites d’équatlons X = 0
Y =0, T = 0. Démontrer que,si (L) estune droite de P,(C), g applique en général (L} sur une comque de la
famille ©. Quels sont les cas d’exception? Quelle est I'image réciproque g-{g(L)]? : “
¢) Soit F(X,Y,T) et G(X,Y,T) deux formes de degrés quelconques, (I') et (A) les courbes attachées a
ces formes. On désigne par (IV) et (A’) les courbes attachées aux formes F(X2 YZ%, T?) et G{X?2, Y2, T?), par
My(Xo, Yy, Ty) un point de (I')n (A’) et par N, le point g(M,); on suppose que M, n’appartient & aucune des
trois droites X =0, Y =0, T = 0. Démeontrer que (I'') et (A’) onten M, une tangente commune au moins
si, et seulement si, (I‘) et (A) ont en N, une tangente commune, au moins. (On pourra traiter d’abord le cas
Xo =Yy =T,.) - T
40 a) On considére une tangente double (L) a (C).) ne passant par aucun des trois points définis au para- ‘
graphe IT, 20 par (1). Démontrer que la conique propre g(L) est soit bitangente soit surosculatrice & la conique (T';)
attachée a la forme X2 4 Y24 T2-4 2A(YT 4+ TX + XY) Quelles sont les images par g des” tangentes
doubles trouvées au paragraphe II, 207
b) Trouver, A étant fixé dans A, les coniques dela farmlle & qui sont bitangentes ou surosculatrices 4 (I').
On pourra utiliser la propriété suivante : deux coniques propres, définies en coordonnées ponctuelles ou tangentielles
par des matrices symétrigues U et V, relatives & un repére projectif donné, sont bitan gentes ou surosculatrwes st,
" et seulement si, il existe des complexes & et n tels que la matrice £U + mV soitde rang 1.
¢} Déduire de ce qui précéde que les tangentes doubles & (C:) autres que celles déja trouvées au paragraphe 11,
1° et au paragraphe II, 2°, sont les douze droites dont les équations «X + BY + yT = 0 ont leurs coefficients’
a, B et y assujettis & vérifier 'un des systémes (2), (3) et (4) suivants: : s
o = — (2 + 1), B2 = — (2A + 1), 2= — (2% + 1),
Montrer que pour A # ~g— ces tangentés doubles sont toutes ordinaires. Etudier le cas & == —3-.‘
d) Utiliser les résultats précédents pour représenter relativement & un systéme d’axes rectangulaires z'Oz, y'Oy
(unité: 2 cm) la courbe d’équation z* 4 y* — 4x%% — 4(2® 4 y?) + 1 = 0; tracer ses tangentes doubles.
50 Il résulte du paragraphe I, 4° que P'on a F6(Q) c56(Cs). ’
a) Par chacun des neuf points suivants:

(5) (1,0,0); (0,1,0); (0,0,1); (1,1,0); (1 —1,0); (1,0, 1); 0,1,1); (—1,0,1); (0,—1, 1)

passent quatre tangentes doubles & (Cy). Démontrer que pour A o= —J~—— 1+ V7 7) et )J’ = ——- (1 —i/7 7)

il existe d’autres points par lesquels on peut mener quatre tangentes doubles & (Cy) (on pourra en chercher sur la
droite X —Y == 0). ‘
b) On pourra admettre que, pour reA— {N, "}, les neuﬂpomts (5) sont les seuls par lesquels il passe quatre
tangentes doubles & {C:). En déduire que I’on a alors” #6(Cy) = %(Q) :
Prouver que,si A et w sontdeux éléments distincts de A'— {)J A"}, il n’existe pas d’homographle h appar- ]
tenant & PGL(2 C) telle que l'on ait . -
h(Ca) = (C u)

6° Examlner ce que dev1ent Pensemble des tangentes doubles pour (C,,) et montrer que l’on a encore

o H(C) = Q).

S

‘N.B. — On ne cherchera pas & étudier les groupee F6(Cy) ‘ et F6(Cyr).
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Analyse.
N.B. — Les différentes parties du probléme sont indépendantes dans une large mesure.

On désigne par (P) le demi-plan de Poincaré, c’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes dont la partie
imaginaire est strictement positive, et par (D) le disque unité, ensemble des nombres complexes de valeur absolue
(ou module) strictement inférieure a 1.

Les fonctions considérées sont & valeurs complexés.

I. — Le but de la premiére partie est de rechercher les représentations conformes de (P) sur lui-méme.

10 Transformation de Cayley. — Démontrer que les conditions Im (z) > 0 et |2 '_: z
zZ

<1 sont équivalentes.

En déduire que r t
cation réeciproque.
29 Quelles sont les transformations homographiques z+— 227 °

(P) sur (D); déterminerl’appli-

az + b
cz+d
est I'ensemble des images d’un point donné de (P) par ces transformations?

En déduire, & I'aide de la question 19, les transformations homographiques qui conservent globalement (D).

8¢ Déterminer les transformations conformes du disque (D) sur lui-méme qui laissent fixe Porigine (on pourra
utiliser le lemme de Schwarz sur les fonctions holomorphes dans un disque).

4° Montrer qu’il n’y a pas d’autres représentations conformes de (D) sur Iui-méme ou de ({P) sur lui-méme
que les transformations homographiques déterminées a la question 2°.

Démontrer que les translations réelles stz £ (£ réel), les homothéties z+— nz(n>0) et la transfor-

qui conservent globalement (P)? Quel

mation 7z —1 engendrent le groupe des représentations conformes de (P) sur lui-méme.
. ¥4

I1. — On désigne par G le groupe des matrices carrées réelles d’ordre 2 dont le déterminant vaut 1 (groupe

hyperbolique); on le fait opérer sur (P) par g. z—~ az + b, ol g est I’élément (a b> de G et z un élément
quelconque de (P). 2+ d cd

Soit peZ un entier relatif fixé dans la suite de I'étude.

Pour toute fonction, ¢, & valeurs complexes définie dans (P) et pour tout élément g= <a b) de G,

on désigne par ¢, la fonction ¢cd
s> q,(z) = [Am (cz - d)]Pp(g.2),

en posant pour tout complexe z non nul Amz=-2,

Il

1° Démontrer que, quels que soient les éléments g et g’ de G et la fonction o, on a
(‘pg)g’ = q’gg"

20 8i ¢ est une fonction deux fois contindiment différentiable au sens réel [c’est-a-dire par rapport & = = Re()
aa,, -+ % est le lapla-
cien. Démontrer que pour tout geG on a Q(p,) = (Q9), (on démontrera qu'il suffit de vérifier cette relation
pour une famille de générateurs de G; on achévera la démonstration en utilisant les générateurs mis en évidence

dans la question I, 4° ainsi éventuellement qu'une expression de Q & I’aide de 56- et 6§>
74 Z

3o Démontrer que, si ¢ est une fonction propre de Q, c’est-a-dire s’il existe un nombre complexe A tel que
(1) Qo =129, ofs)£0,

alors, pour tout élément g de G, 9, estencore fonction proprede Q avec la méme valeur propre A.
Déterminer, s étant un complexe fixé, les fonctions « définies dans (P) qui vérifient

ofaz + b) = a*efz),

et y = Im (z)] dans (P), on définit Popérateur Q par Qo = y*Ag — ipy Q_’ ot A=

quels que soient les nombres réels ¢ et b avec a > 0 et z&(P) (a® = e*to2e, avec LogaeR). Démontrer que
pour tout complexe A on peut trouver s de maniére que ces fonctions « vérifient I'équation (1).

ITI. — Le but du probléme est I'étude des fonctions propres ¢ de lopérateur Q qui vérifient en plus, pour
tout £eR et tout ze(P), I'équation fonctionnelle

(2) ’ o{s + E) = etip(z), ol . est un réel donné.
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io A une fonction o vérifiant (2) on associe la fonction f:yt— o(iy) définie pour y > 0; inversement

¢ est déterminée par f. Montrer que, pour que ¢ vérifie équation (1), il faut et suffit que f vérifie une équation
différentielle linéaire du second ordre, que I’on explicitera. Résoudre cette équation dans le cas particulier p = 0.
90 Danslecas w# 0 onposey(u)= f(-u—) =9 (5'—‘

n W

montrer qu’elle se raméne par un changement de variable adéquat a I’équation de Whittaker:

\). Ecrire Péquation différentielle vérifiée par vy et

LW (C) = (_C_:_ — K+ m?— %)W(C), avec des valeurs de m et k que Ion calculera en fonction de p et A,

-1
Démontrer que, pour p = 0, h(u) = v *y(x) vérifie I'équation de Bessel modifiée

u?h’ -+ uk' — (u® + n%h = 0.
(On précisera la valeur de n.)
10 Pour ze (P}, on pose

olf) = y* = estor (Logy étant réel),  U(z; g) = f T s+ B dE, geG, ueR.

. 0 —1 ”
Soit gy = 1 o)

Démontrer que, pour s convenablement choisi, 'intégrale définissant {(z; g,) converge dans (P). Montrer
que &(z; g,) est fonction propre de Q et satisfait (2). :
Ecrire explicitement l'intégrale donnant foly) = bliy; &)

20 Montrer que, si g estla matrice (Z fl>’ avec ¢ # 0, alors {(z; g) est proportionnel & ¥{z; g,). Calculer
le facteur de proportionnalité [on utilisera la décomposition g = ogyre, & désignant une des matrices ((1) 2) ou
<—(1) _ 2): - et ¢ étant deux éléments de G associés respectivement}é une translation et & une similitude
conservant (P)].

30 Montrer que, dans le cas g = 0, foly) est delaforme Ayl—s, ou A estuneintégrale fonction de s et de P
que l'on pourra calculer en se ramenant 4 une intégrale eulérienne:

Bz, 8) = D T(B) _ j:m o1 + )=+ dt.

T+ )
[On pourra faire le changemént de variable d’intégration 6 = ———g—ﬁg, et, en notant que dans l'intégrale
iy
obtenue on a |6]2 = — 6(6 + 2), transformer le contour d’intégration
1‘ - d’abord en un contour de Hankel (cf. figure), puis en 10, + co[ par un
-¥ passage 2 la limite valable moyennant certaines restrictions sur s.]
0 —> 50 Dans le cas général p # 0, expliciter I’intégrale donnant
u
\ © - wolu) = f0<——>. Le changement de variable ¢ = ipf—u permet
©
de transformer cette intégrale en une intégrale sur un contour, (C), de

Hankel, comme & la question précédente. On indiquera des conditions
suffisantes pour que cette transformation soit applicable et les valeurs
de s pour lesquelles la nouvelle intégrale converge. :

“En déduire 'expression de f, & I’aide de la fonction de Whittaker:

(3) W, (z) = — - I‘(k—m + i);“fzkf (— a)"'""u%(i + i)“*"‘%e-v do.
’ 2im -2 «© z

Pour p = 0, on obtient sous forme intégrale une solution de ’équation de Bessel modifide.
50 Démontrer que, moyennant une hypothése convenable sur s, on peut transformer P'intégrale précédente
en une intégrale sur 0, + oo[ comme & la question IV, 30. Expliciter I'intégrale transformée (on rappelle I’égalité

T{)T(1 —a) =

sin mr.) ’
60 Démontrer que, en prenant une détermination convenable de {1 + z)~%, quisera précisée, et o non entier

négatif, on a
w1 If—-—u—}—a)I(u) .
14+ = — u
( @) 2im A) (o) @ du,
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pour |arg z| < = et pour un contour convenable (A) allant de — ooi & + i (on pourra utiliser un calcul '
de résidus ou la formule d’inversion de Pintégrale de Fourier, et la formule asymptotique suivante :

I‘(z+a)'~\/’2_;»exp[<z~:—a———;—>Logz——z],4 pour |z - oo, args] < = —38, avec 3> 0). -

70 Démontrer, & ’aide de la question précédente, que

R (s — k— wT{l — s — k — u)T(w) .
(4) W 1 (3) = e -EZk«/(.A) Tt — HT —s — 7 z* du,

sty 2

pour |arg z| < %_:, si s—Fk et 1—s—Fk ne sont ni I'un ni Pautre des entiers négatifs. En déduire que

o Wk, -s+%» = Vvk. :—15- /
80 Démontrer a 'aide de la formule (3) ou de la formule (4) que W, , admet un développement asymptotique
de la forme :
PR (1 + 8 B rn>, ou r, est dominé par —— lorsque |z| — co, |args| < 3z,
z P Iz|n+1 ) 9

90 Démontrer que les fonctions z+——s W, ,(z) et z t—=s W n(—2) sont des solutions indépendantes
de I’équation de Whittaker. En déduire 1a solution générale du systéme des deux équations (1) et (2), ainsi que les
solutions de ce systéme qui sont dominées par une puissance de y lorsque t— -4 .
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