EPREUVES ECRITES

COMPOSITION

DE MATHEMATIQUES GENERALES
Durte : 6 heures

PN

Les parties I et II peuvent étre traitées indépendamment.

On rappelle que :

— une permutation d'un ensemble Q est une bijection de Q sur Q;

— si I' est un sous-groupe du groupe des permutzations de Q, une
partie Q' de Q est ditc stable sous I, =i 1{£2) est contenue dans Q' pour
tout ye I'; :

— si K est un groupe multiplicatif d’élément unité e, u un &lément
de K et n le plus petit nombre entier strictement positif, s’il existe, tel
qu’on ait u® = ¢, alors u est dit d'ordre n.

.

Deux éléments u, v (resp. deux sous-groupes U, V) de K soat dits
conjugués dans K s'il existe au moins un élément s de K tel qu’on ait
v = suys=1! (resp. tel que la permutation 2 — sxs-1 de Kapplique U

. sur V); la relation ainsi définie est une relation d’équivalence sur K

(resp. sur 'encemble des sous-groupes de K) dont les classes sont appelées
classes .de conjugaison (resp. classcs de conjugaison de sous-groupes)

de XK.

I

Daas toute cette premidre partie, E désigne un espace affine réel de

dimension 3, O un point dc E et (i, JA k) une base dc ’espace vectoriel
E des vecteurs AB, ot A et B parcourent E. Une droite (vesp. un plan)
est une variété linéaire affine de E de dimension 1 (recp. 2). On dira

qu'une droite D s’appuie sur une droite D’ si D et D’ sont coutenues
dans un méme plan.

Pour tout aeR, .on notera 1, la droite de direction
. — -> —
—sinxi 4 cosaj+ k
coutenant le point A déterminé par
' e >, . .
OA =cosa i + sin o J.
Dans les exemples faisant intervenir de telles droites L,, E sera
supposé orienté et muni d'une structure cudlidienne telle que la base

—

i J, k) soit orthanormée et directe.

On appellera triplexe toute suite @ = (D, D', D) de trois droites

satisfaisant aux conditions suivantes :

a. Les trois droites ne scnt pas paraliéles & ur méme plan;
b. Deux quelconques d’entre elles ne s’appuient pas 'une sur J'autre.




v

* Dans la suite, on suppose donné un triplexe 6 = (D, DD,

1 a. Soit ¢ un nombre. récl. Etablir, "'pour fout o différent de O et 1,
existence sur D d’un point unique P, tel que la droite passant par P,
et s'appuyant sur )’ et D* coupe D’ et D” en des points M/ ¢t M vérifiant
1a relation - ' S e o PR

OP, = (1=6) OM'+ ¢OM" - -~

Montrer que, lorsque ¢ tend vers O (resp. vers 1), P, tend vers un

point limite Po (resp. Pj). ‘

D"

p :

b. On définit de méme des points P;e D’ et P; € D" par permutation
circulaire de D, D', D* (voir figure). Que peut-on dire du lieu géomé-
trique @(®) des centres de gravité des triangles P, P, P; quand o

- déerit R?2- 7. - ' . :

| rc;'Détyermineth,, P, Pg et .Q(GD) fprsque ® cst le triplexc

" £ = (Lo, Ly, Lg,,,) ot l’gn"pose: o = g; .

.20 Si @ = (C, €', C*) est un. autre. triplexe, montrer qu'il existe une
permutation affine f de E et une seple telle qu'on ait .; '

J©=D, fE)=D,  fl€)=D""

30 Soit I'(®) le groupe dcls pe,rmutation_s; affines f de 'EV telles”qu’on
ait @ . ' ' "

S®) uf®)ufD)=DuD uD*

Soit d’autre part F P'ensemble | P, , P, Po| ﬁour G = %.

a. Montrer qu'on a f{I) = F pour tout f € I'(@). Si f° désigne la
permutation de F induite par f, montrer que Papplication f— f" est
un isomorphisme de I'(®) sur le groupe des. permutations de F.

b. Montrer que I(£) est formé de rotations de E dont on déterminera
les axes et les angles. T : .

e 2 . s -
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. ¢ Combien y a-t.il de poinis, de droites, de plans de E stables
sous I'(®)? Préciser ces points, droites et plans Jorsque @ = £,
' s .
» . LN L I .
C 40 a. Soit JE(M) lc.lieu géométrique des droites s'appuyant sur D, D’
et D, Déterminer dans le repére (Q. b Jo k) une équation de J(M)
dans les deux cas suivants *

& Dw’m|a_r;;=).7—7+-l;, )‘GRi
D= im'|Om'=7+% -k, WNeR}
D= (m'|Om"= = {+7 +3F, MeR|
- B . @ =8

, . * Déterminer les droites contenues dans J€(€).

~ b. Soit 3 un hyperboloide & une nappe de E et G(3C) le groupe des
permutations affines f de E tclles qu'on ait £(3€) = 4¢. Montrer que,
pour toute droite C contenue dans &€ et pour tout élément v d'ordre 3
de G(€), (C, 7(C), v2(C)) est un triplexe, En déduire que les éléments
d'ordre 3 de G(d€) sont deux i deux canjugués dans G(d€), .

¢. Soit & le groupe des permutations d’un ensemble & trois éléments.
‘Déterminer les classes de conjugaison de sons-groupes de G(d€) iso-
morphes & &,

d. Si/T est un groupe de permutations affines de E isomorphe & 8,
montrer V'existence d’hyperboloides & une nappe stables sous I,

dero - " . 1

@W@‘j@‘k -+ Pour tout couple (m, n) d’entiers strictement positifs, on note M (m, n)
e t " Vespace des matrices réelles 3 m lignes et n colonnes, Pour tout
@ " ae(m,n), on désigne par ay V'élément de la i-itme ligne et de la

- Jieme colonne de @, ¢t par fala matrice transposée de g : fa e IM(n, m)
~ et (‘a)yy = ay. Pour m = n, det(g) est le déterminant de a.

Dans cette seconde partiei.': est espace vectoriel réel des matrices
symétriques de ITL (2, 2). On désigne par SLale groupe (pour la multiplica-
tion matricielle) des matrices g & I (2,2) telles qu'on ait : det(g) = 1.

Pour tout g € SL3, on note @ (g) Pendomorphisine de E tel qu'on ait ;
o (8)(s) = gs tg pour tout: € E; on a donc : det (2 () () = det (s).
10 q. Soit ;

g-—-(: g)esu.

‘ - .Déterminer la matrice M(g) de 2(g) dans Ia base

1 0 . (0 1 ZEN )
U = 0__1 » 1)=(1 0) ’ w=(0 1)

de E. Que .peut-on dire de M(z) dans le cas :
a=8=cos0 , y=-B=sind , 0eR ?
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o, :
b. Déterminer dans cette méme hase Ja matrice J de la forme qua.
dratique ,- LT o *
—~dect: s = ~det{s) obus parcourt E

¢. Soit G le groupe (pour la multiplication matricidlle) des matrices
aeIM(3,3) telles qu'on ait faJa=J, G la partic de G formde des ™
matrices @ pour lesquelles a3g est strictement positif, et IT P'ensemble

—p
des xu 4 yv + 210 € E vérifiant les relstions :

7 , xyieR ' 234932220 & 250

Montrer que G* est un sous-groupe distingué de G et que J1 est stable

sous le groupe des automorphismes de E dont 1a tiatrice dans Ia base
(4, v, w) est élément de G, .

d. Soit Go la partic de G formée des matrices a telles qulon ait

det (@)= 1etagzs > 0. Montrer que Go est un cous-groupe distingué de G,

: , 4ue le groupe-quotient G/Gg est isomorphe au groupe des isométries
‘ : d’un rectangle, que M(g) apparticnt & Go pour tout 8 € SLg, et que

U'application M : g~ M(g) est. un homomorphisine de SL3 dans Gg,
dont on détermincra le noyau, .

T 204 Soit 0 la partie de E formée des xu + yo 4- 20 tels qu'on
it % 4- y% — 23 = 1, Montrer que & est sa propre image par un endo-

s ;
morphisme de E dc matrice @ dans 1a base (1, v, 1), i et seulement si @ .
appartient 4 G, ~ '

b. Soit p : SLg — E VPapplication telle qu'on ait
s PR)=9(8)(v) pour tout g e SL..

Déterminer p (g) pour : &= ((1) ‘:) « .BeR.
Montrcr.qu'on a p(SLg) = Je,

)
3
1
3

_ . Déterminer Je. sous-groupe Gy de Go formé des matrices g felles
.. qw'on &it ; v . o
ai3=ans=0 et apn=1
Déterminer le sous-groupe M+1 (G1) de SL3 et montrer Pégalité |
M (M-1(Gy)) = G,. C

d, Montrer qu'on a M (SLg) = G, .

e e N capgire ey s

" " e. Montrer que le sous-groupe G’ de G, défini dans II-1e ¢.,; est iso-
1morphe au groupe des homographies de la droite projective réelle.

3° a. Déterminer les classes de conjugaison de SL,.

. b. On considére les matrices suivantes de Gq ;- - Co S y

che 0 she) | : : cosy —siny 0 o
A= 0 1 o v $20 e B = siny  cosy 0] , O<y<22m . -
- \shs 0 chy¢ , 0 . 0 1/ , :
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Montrer que les classes de conjugairon de ogs matrices dans Go sont
tontes distinctes et quiil y a exnctement deux classes Ce conjugaison
de (o ne contenant aucune matrice A(f) ou B(n).

¢. Détcrminer les classes de conjugaison de G.
d. Déterminer Je nombre des classes de conjugaisor; de Go et de G
formées d'ééments d'ordre 3.

40 a. Montrer sue tout &ément de SLg est le produit d’un nombre
fini de matrices -

1 0 1 @ . .
.A "()' 1) on (0 1) » Ao I'LER'

e conticnt aucun sous-groupe distingué autre

b. Montrer que Go n
séduit & I'dément unité

que Go et le sous-groups

o
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