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5515. — I. — On considére les deux équations en s :

(1) f(:) =" + alzn—l + e + 18 + an = 0’

(@) ' gl =l — ok, = 0,
oit les coefficients a, (1 =1,2, ..., n) sont réels ou complexes; |a;| désigne le module de a;, On suppose a; =0,
a, % 0.

10 a) Démontrer que léquation (2) a une racine réelle positive et une seule, que I'on représentera par r.
b) Vérifier la relation

(3) : ) If(z)| = gisl.

En déduire que toutes les racines réelles ou complexes de Uéquation (1) ont un module inférieur ou égal & r.

Montrer en outre que celles des racines réelles ou complexes de U'équation (2) qui sont différentes de r ont un module
inférieur & r. :

20 Démontrer les inégalités

. / i=n
r< Max (1+la) e r< (1 + Zl‘a.-?)
i=1,2,...,1

i=1 7

1o

. =n AY
(Pour cette derniére, on pourra appliquer Uinégalité de Schwartz a la somme Z la;] l:!"“‘.)

i=1 /

3° En appelant ry, le module mazximal des racines de Uéquation - (1), démontrer la relation
ry > (2Vr —1)r.

[On pourra partir des relations entre les coefficients et Zes racmes de Véquation (1).]
Que peut-on déduire des exemples

fle) = e+ 10 fla) = 25— (s 4 1)°2

40 Soit la matrice carrée d’ordre n:

eyl 100 07
las] 0 1 0
A= :
la,] 0 0 0

Démontrer que cette matrice admet 'équation (2) comme équation caractéristique. Vérifier que la matrice A**
a tous ses termes positifs quels que soient les coefficients a,, lels que a, 5% 0, a, 5= 0. (On pourra commencer par le
cas a, =0 [{7#1, t55n], a, = a, =1 et étendre ensuite au cas général.)

II. — 10 Soit E = R+ U'ensemble des nombres réels positifs (non nuls). z et z’ étant des éléments de E, on
pose ’ '

h{z, ') = |Log  — Log z’}.

Démontrer que h{z, z') est une distance dans E. Vérifier que Uespace métrique E défini par la distance h
est le méme espace topologique que Uespace métrigue B défini par la distance d{z, z') = |z — 2’|.

20 On considére la transformation homographique T définie dans E par
¢+ dx (
a-+ bx

a) Vérifier que Vimage T(E) de E par T est contenue dans un sous-espace compact de E.

T: z

-y = a, b, ¢, d éléments de R*)..
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b) Etablir la relation

h . Py
4 it < th =
Y ’ hiz, ) 5’

ole y et y' sontles images de = et =’ par T(x;éx’) et o i désigne la distance

—h( d> -
a b '

c) rpeE étant ﬁxé on se propose d'étudier la suite des trans/ormés z, = Ttx,) de =z, par T. Démontrer

que la suite |z, est une suite de Cauchy pour la distance h.

d) En déduire que la suite {z,} converge dans E vers un point limite, 1, lorsque n augmente indéfiniment.
Démontrer que | est un point invariant par T (T(l) = 1) et que c’est le seul point de E inoariant par T.

30 a) Soit A = (a 2) une matrice positive, c’est-a-dire une maitrice dont tous les éléments sont dans R+. Une
¢

telle matrice sera notée A > 0. On lut associe Papplication linéaire P de R? qui a pour matrice A dans la base
e, = (1, 01, e, = (0,1}, ainsi que la transformation homographique -'T de E définie au 2°.

Démontrer auw moyen de T qu’il existe un vecteur propre (z,, x,) positif (z,eR*, z,eR+) de P, assoczé a
une valeur propre positive r. Vérifier que la deuxiéme valeur propre de P a un module inférieur & r.

b) On dit qu’une matrice A = (as
- \e

s’il existe un entier m tel que la matrice A™ soit positice (A™ > 0).
Démaontrer la propriété suivante : pour qu’'une matrice A > 0 soit primitive, il faut et il suffit que

) est primitive si ses éléments a, b, ¢, d sont positifs ou nuls (A >>0) et

(5) " b0, a-+d£0.

.

Etendre & une matrice primitive les résultats démontrés au 3°, a) pour une matrice positive.

II. — 10 Soit E = (R*)* Uensemble des points = = (zj, %y, ..., xz,), ot z;€R*. On pose de plus z,=1
et, pour deuz points x, z’ éléments de E: ' '

h{z, 2’) = Max

i, j=20,1,...,n

i i
Démontrer que h{z, z’) est une distance dans E qui définit le méme espace topologique que la distance euclidienne.

Préciser pour cette distance la boule de centre x et de’ rayon R. Représenter cette boule par une figure dans le
cas du plan (n = 2).

20 Indiquer les résultats qu’on pourrait obtenir par les méthodes qui généralisent celles de la partie 11 et comment
ces résultats peuvent s’appliquer & la matrice A considérée & la question I, 4°.

Solution.

par P. L. Hennequin, Maitre de Conférences & la Faculté des sciences de Clermont-Ferrand.

I

to ai Puisque |a,| 5% 0, 0 n’est pas racine de (2) qui est équivalente a

{3 1= E]—‘j;—

\Y . . . Lo . .
> < estpour 37> 0 une fonction continue strictement décroissante de - = a 0, quiprend doncla valeur 1

n

k=1 S . . o
pour une et une seule valeur réelle poqmve r, racine simple de g, qui change une Tois et une seule de signe
sur [0, — =x[ pour s=r.

Qi z =r ona donc

(4) glizl) (s —r) > 0.




