Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et tous appareils
électroniques de communication ou de stockage, ainsi que les documents sont interdits.

La qualité de la rédaction est un facteur important d’appréciation des copies. Les candidats sont
donc invités a produire des raisonnements clairs, complets et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties précédentes, en
veillant dans ce cas a préciser la référence du résultat utilisé.

Notations utilisées tout au long du sujet.

Ensembles. On note IN I’ensemble des entiers naturels, Z 1’ensemble des entiers relatifs, Q I’ensemble
des rationnels, R I’ensemble des nombres réels et C I’ensemble des nombres complexes.

— On note également N* = N\{0}, R* = R\{0}, C* = C\{0}, Q1 = {x € Q : =z > 0},
Ri={zcR:2>0},R_={zeR:2<0},QL =Q,\{0}, R} =R;\{0}.

— Soit E' un ensemble. S’il est fini, on note #F son cardinal. Soit A C E. On note E \ A le
complémentaire de A dans E. On note ensuite 14 : F — {0,1} la fonction indicatrice de A définie,
pour tout = dans F, par 1 4(x) = 1 si x estdans A et 1 4(x) = 0 sinon.

Nombres complexes. Pour tout nombre complexe z, on note Z son conjugué, |z| son module, Re(z) sa
partie réelle, Im(z) sa partie imaginaire. Pour tout réel oy, on note H,,, le demi-plan ouvert

H,, = {z € C:Re(z) > 00} .

On rappelle que pour tout nombre complexe z, il existe des réels 6, appelés arguments de z, tels que
z = |z|e®. Si z est non nul, on appelle argument principal de = I'unique argument de z dans I’intervalle
] — 7, 7]. On le note arg(z). On rappelle que e = 1 si et seulement s’il existe k € Z tel que § = 27k.

Fonctions. Pour tout réel x, on note |x | la partie entiére de x et [x] la partie entiére supérieure de x,
c’est-a-dire |x| =max{k € Z: k<z}et [z] =min{k € Z : z<k}.

Pour tout p € N, on note my, : t — t? la fonction monémiale de degré p définie sur [0, 1].

— Le R-espace vectoriel des fonctions bornées f : [0,1] — R est noté 5([0, 1], R). On rappelle que
B([0, 1], R), muni de la norme || f[|oc = sup,cpo 1) | f(2)], est un espace de Banach.

— Soit I un intervalle d’intérieur non vide de R.. Soit f : I — C une fonction continue par morceaux.
On dit que f est intégrable sur I si [;|f(t)| dt est une quantité finie. Dans ce cas, I'intégrale [, f(t)dt
est un élément de C.

— Soit f : R — C continue par morceaux et intégrable sur R. Sa transformée de Fourier est alors une
fonction continue, bornée, bien définie par

VeeR, f(z)= f(t) exp(—2imxt) dt .

On rappelle ensuite la formule d’inversion de Fourier: si f est continue et si f est intégrable sur R, alors

~
~

VteR, f(—t)=f(t).

Fonctions holomorphes. Pour tout ouvert non vide U de C, on note 7 (U) la C-algebre des fonctions
holomorphes sur U. Soit V un ouvert non vide de C et soient f dans H(U) et g dans H (V). On rappelle
quesi f(U) C V,alorsgo f € H(U).



— On rappelle le principe des zéros isolés sous la forme suivante: soit U un ouvert connexe de C et soit
f dans H(U). Supposons que I’ensemble {z € U : f(z) =0} contient un point d’accumulation dans U:
alors f est identiquement nulle sur U.
— Soit (u,)nen+ une suite de H(U). On suppose que la série de fonctions de terme général (uy, )nen~
est normalement convergente sur tout compact de U. Alors, f = > >° | u, est holomorphe sur U, la
série des dérivées (u),)nen+ est également normalement convergente sur tout compact de U et
fr=230
— Soit [ un intervalle d’intérieur non vide de R.. Soit f : U x I — C satisfaisant

(a) Pour tout ¢ dans I, f(-,t) € H(U).

(b) Pour tout z dans U, f(z,-) est continue par morceaux sur I.

(c) Il existe une fonction g continue par morceaux et intégrable sur I telle que |f(z,t)| < g(t) pour

tout (z,¢) €U x 1.

Alors, I'intégrale a paramétre z — F(z) = [; f(z,t) dt est bien définie et holomorphe sur U et de méme
pour z — [; %(z, t) dt qui est la dérivée de F.

Logarithme. On note log le logarithme dit principal: ¢’est I’'unique prolongement holomorphe de la
fonction logarithme népérien a I’ouvert C \ R_ (on notera donc également log le logarithme népérien
sur R%). On rappelle que, pour tout nombre complexe z de module strictement plus petit que 1, on a
log(l—2z)=—3 722, 2"/n.

Le C-espace vectoriel /5(IN*). C’est le C-espace vectoriel des suites a = (ap)nen+ a valeurs com-
plexes telles que Yo7, |ay,|? soit une quantité finie. Pour tout b = (by,)nen+ € f2(N*), onnote (a, b) la
somme de la série de terme général (@, b, )neN+ qui est absolument convergente: cela définit un produit
scalaire hermitien pour lequel /5(IN*) est un espace de Hilbert.

Distributions tempérées. Le C-espace vectoriel S(R) des fonctions ¢ : R — C de classe C* telles
que pour tous m,n dans N, pp.n(0) = super (1 + |2])™ @™ (z)| < +oo, est la classe de Schwartz
(ici, on adopte la convention que ¢(®) = ). On munit S (R) de la topologie induite par les semi-normes
(pm,n)m,nEN-

— Soit une forme linéaire 7" sur S(R). On note (7' | ¢) la valeur de T'en ¢ € S(R). On rappelle que T’
est continue si et seulement s’il existe C' dans R, p dans N* et (my, ny)1<k<p dans (N x N)P? tels que
(T )| < Cmaxi<k<p Pmy,n, () pour tout ¢ dans S(R). Les formes linéaires continues de S(R)
sont appelées distributions tempérées: elles forment un C-espace vectoriel noté S’'(R) que I’on munit
de la topologie faible, de sorte que toute suite de distributions tempérées (7,),eN+ converge faiblement
vers T, élément de S'(R), si et seulement si pour tout ¢ dans S(R.), on a limy,—, 4o (70 | ) = (T | ¢).
On note alors lim,, 4o T, =T

— Soit T' dans S8'(R). On rappelle que I’application ¢ — —(T'| ¢’) est une forme linéaire continue sur
S(R). On note cette distribution tempérée T": c’est la dérivée de T au sens des distributions. On a donc
(T" | o) =—(T'| ) pour tout ¢ dans S(R)).

— On note dy la masse de Dirac en 0 qui est la distribution tempérée telle que (dg | ) = ¢(0), pour tout
¢ dans S(R).

Nombres premiers. On note (p,)n,en+ I’indexation strictement croissante des nombres premiers et
& = {pn; n > 1} I'ensemble des nombres premiers.

— Pour tout réel positif x, on note Z(x) = {p € & : p < z} et w(zx) = #(x) le nombre d’entiers
premiers inférieurs a x.

— On introduit la fonction A : N* — R définie par

A(n) = logp , sin = p* pour un entier p premier et un entier k > 1,
- 0 sinon.



Le but de ce probleme est de montrer le théoreme des nombres premiers qui affirme le résultat suivant:
m(x) (&qy)

La démonstration passe par 1’étude statistique de la fonction A. La majeure partie du probléme consiste
en la démonstration de la limite suivante, qui implique (&g, ),

Jdim Z Ak (€q5)

Partie I

X

~ .
x—r+o00 log xX

Dans cette section sont introduites et étudiées des fonctions utiles dans la suite du probleme.

1

I-1) La fonction I'. Soit o dans R’ . Montrer que la fonction définie sur R par x — e™ 277" est

0+°° 27~ 1 dz. Montrer: I'(0) € R} etI'(oc + 1) = ol'(0).

I-2) La fonction (. On rappelle que la série de terme général (n~7?),cN+ est convergente, pour tout réel
o > 1. On introduit alors la fonction ¢ définie pour o > 1 par

=y n". (£q3)
n=1

I-2a) Montrer que ¢ est une fonction a valeurs dans R, de classe C'' sur |1, +o0o[. Montrer que
—('(0) =32, n~7logn, pour tout réel o > 1.

intégrable sur R’ . On pose I'(0) =

I-2b) Par comparaison série-intégrale, montrer que lim,_,g+ o((1 + o) = 1.

I-3) Dans le groupe de questions qui suit, on fixe un réel a > 0.
I-3a) En distinguantlescas0 < a < l,a=1,1 < a < 2,a = 2eta > 2, tracer I’allure du graphe
de la fonction définie sur ]0, 1[ par t ~ (—logt)*~!
I-3b) Si o > 1, montrer qu’il existe ¢, dans R tel que 0 < (—log t)*~! < ¢, /+/t pour tout ¢ dans
]0,1]. Si @ €]0, 1], montrer qu’il existe ¢}, dans R tel que 0 < (—log#)*~* < ¢/, (1 — )=~ pour
tout ¢ dans ]0, 1].

I-3¢) Montrer que pour toute fonction f continue par morceaux sur [0, 1], donc bornée (on I’admettra),
la fonction définie sur ]0, 1[ par t — f(¢)(— logt)*~! est intégrable sur |0, 1].
On note alors

/ f(t)(=logt)* tdt.

I-3d) Vérifier que A, est linéaire sur le R—espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur
[0, 1].

Calculer A, (m,) en fonction de v, p.

I-3e) Pour toute fonction f continue par morceaux sur [0, 1], montrer que [Ao(f)| < || f]loo-

I-3f) On définit la fonction J : [0, 1] — R en posant

[0 siteo,e”!,
() = {1/t site el 1].

Pour tout réel ¢ dans ]0, e~ ![, déterminer deux fonctions f- et h. continues de [0, 1] dans R . telles que
pour tout ¢ dans [0,1], 0 < f.(t) < J(t) < h.(t) < e et telles que h-(t) = f-(t) = J(t) dés que
|t — e~1| > . Représenter sur un méme graphe f-, .J et h..



I-3g) Onadmet que e~ /2~ ¢! >e~1— ¢ 2 Soiente dans | 0,e ' — e 2[ ettdans [e ' —¢, e +¢].
Montrer que 1/2 < —logt < 2 puis, pour tout o dans R7, que (— log t)*~1 < 29%1 Montrer enfin
que

€2a+2

Ra(fe) < Ba(J) < Aalhe) < Aalfe) + s

€.

I-4) Dans ce groupe de questions, on suppose (£g,) vérifié et on veut montrer que cela implique (&q,).
I-4a) Pour z dans [1, +00[, on pose ¢(2) = >, c(1 4w A(n). Montrer que limg, o0 ¢(2z) /2 = 1.

I-4b) On note log,, le logarithme en base p, défini par log,t = logt/logp pour tous ¢ dans R et
p dans ]1,+oc[. Soit z dans [1,+occ[. Pour tout p dans &2, calculer # ([0, z]N{p"; k € N*}), i.e.
le nombre de puissances d’exposant strictement positif de p qui sont inférieures a x (s’il y en a). En
déduire que

P(x) = Z log, x| logp .

pEP(x)
Montrer que liminf, 4 oo (2717 (x) logz) > 1.
I-4¢) Soient 5 dans |0, 1] et x dans [1, +oo[. Montrer que
(m(z) —2%)logz < B4 D logp < BH(Y(z) — p(a?)) < B(x) .

pEP
$ﬂ<p§z

En déduire que limsup,_, , . (z7'n(z)logz) < 1/8.
I-4d) Montrer que (&g5) implique (&q,).

I-5) Soit f : R — C une fonction de classe C? telle que

: 2 / " I T 2 ! " _
Jim (70 + O]+ 170 = T2 (170 + 17O+ 17 (0)) = 0.
I-5a) Montrer que f, f’ et f” sont intégrables sur R.
I-5b) Soit x un réel. Comparer —472z> f(m) et (f/7)(x) .
I-5¢) Montrer que fest intégrable sur R.

I-6) Soit a = (ay)nen+ une suite de nombres complexes. On suppose qu’il existe un réel oy tel que la
série de terme général (|a,|n~7°),cN+ est convergente dans R .

I-6a) Montrer que pour tout s dans H,,, la série de terme général (a,n~%),cn+ est convergente.

On note wa(s) = > oo | apn~® sa somme qui est appelée série de Dirichlet associée a a.
I-6b) Montrer que (, est holomorphe sur I’ouvert H, .

I-6¢) Montrer que lim,_, oo @a(0) = ay.
Soit un entier ng > 2. On suppose que a1 = ... = ap,—1 = 0. Montrer que lim,_, 4 oo NS Ya(0) = an,.

I-6d) Soitb = (b,,)nen~ telle que la série de terme général (|b,|n~7°),en~ est convergente dans R 4.
On suppose que les séries de Dirichlet ¢4 et ¢y, coincident sur un ouvert non vide de H,,. Montrer que
an, = by, pour tout n dans N*.

1-7) Une application. Pour k, n dans IN*, on pose e, (k) = n~1=% eton pose e(k) = (en(k))nen=. Le
but de ce groupe de questions est de montrer que les suites (e(k))ren+ engendrent un espace vectoriel
noté V' qui est dense dans ¢o(IN*), I’espace des suites de carré sommable.



I-7a) Montrer que pour tout k dans N*, e(k) € fo(N*).
I-7b) Montrer que pour tout a = (@, )neN+ dans £2(N*), ¢, est holomorphe sur Hj /5.
I-7¢) Soit a = (an)nen+ dans £2(IN*). On suppose pour tout b = (b, )nen+ dans V que (a,b) = 0.

Montrer que ¢4 est identiquement nulle sur Hy /5 et conclure.

I-8) Montrer que la fonction ¢ définie sur |1, 4o00| par (£g3) se prolonge de maniére unique en une
fonction, toujours notée ¢, holomorphe sur I’ouvert H; et montrer que {(s) = > -, n~® pour tout s
dans H;.

Montrer que les séries de Dirichlet associées aux suites (1 5(n)),en+ et (A(n)),en+ sont bien définies
et holomorphes sur H;. (Indication: on pourra utiliser que A(n) < logn.)

On utilisera les notations suivantes.
o0 o0
VseHy, Z(s)=) p,° et ®(s)=> Aln)n " (&qy)
n=1 n=1

I-9) Cette question porte sur des propriétés élémentaires de la détermination principale du logarithme.

I-9a) Pour tout z dans C\R_, on note h(z) = exp(log z). Justifier que h est holomorphe sur C\R_
et montrer que h(z) = z, pour tout z dans C\R_. (Indication: considérer d’abord le cas z réel.)

I-9b) Pour z dans C\R_, montrer que Re (log z) = log |z| et que exp(i Im (log 2)) = z/|z|.

I-9¢) Soit z dans C\R._. Pour tout @ dans | — 7, 7[, on pose f(#) = Im (log(|z|e?)) — 6. Justifier
que f est bien définie et a valeurs dans 27 Z.
En déduire : Im (logz) €] — m, 7| etlogz = log |z| + i arg(z).

I-9d) Trouver deux complexes z1, zo dans C\R._ tels que :
z1z2 € C\R_ et log(z122) # log z1 + log z5.

I-9¢) Soit zy = 2¢~m/4_ Déterminer et représenter sur un dessin 1’ensemble
{z € C\R_: zpz € C\R_ et log(zpz) = log 29 + log z}.

Partie 11

Le but des trois questions suivantes est de montrer que pour toute suite (¢),en+ a valeurs dans R,
décroissante et vérifiant pour tous p, ¢ dans N* I’égalité /), = ¢,{,, on a I’alternative suivante: ¢, = 0 pour
tout p > 2, ou il existe « € R tel que £, = p~ pour tout p > 1.

II-1) Soit f : R — R une fonction croissante satisfaisant la propriété

Vz,y € R, flz+y)=f(z)+ f(y). (&g5)

Démontrer qu’il existe un réel o > 0 tel que f(z) = ax, pour tout réel x.

II-2) Soit G un sous-groupe additif de R. On suppose que G est une partie dense dans R.. Soitg : G — R
une fonction croissante telle que pour tous s, ¢ dans G, on ait g(s +t) = g(s) + g(¢).

II-2a) Soit z dans R. On pose J(z) = {g(s);s € GN]z,+oo[ }. Montrer que J(z) est non vide
minoré.
On note f(z) = inf J(x), la borne inférieure de J(z).

II-2b) Montrer que f est croissante et continue a droite.



II-2¢) Soient z un réel et ¢ dans G. Montrer que {s€G : s>z +t}={s'+t; S €GNlx,+o0[ }.
Montrer que f(z +t) = f(z) + g(t).
II-2d) En déduire que f satisfait la propriété (&€gs).
I1-2e) Montrer que f prolonge g et qu’il existe a € R tel que g(s) = as pour tout s € G.
II-3) Soit (¢,)pecn+ une suite a valeurs dans R qui n’est pas identiquement nulle. On fait les deux
hypotheses suivantes: (¢,,),>1 est décroissante et pour tous p, ¢ dans N*, £, = ;0.

II-3a) Calculer /1 et montrer que 1’on a I’alternative suivante: £, > 0 pour tout p dans N*, ou £, = 0
pour tout entier p > 2.

Dans les questions suivantes de ce groupe de questions, on suppose que £, > 0 pour tout p dans N*.
II-3b) Montrer qu’il existe une unique fonction h : Q% — R telle que h(p) = ¢, pour tout p dans
N* et telle que : Vri, o € QF, h(ri72) = h(r1)h(rz).

II-3¢) Montrer que h est décroissante.

I1I-3d) En utilisant ce qui précede, montrer qu’il existe un réel o > 0 tel que ¢, = p~® pour tout entier
p > 1. (Indication: on pourra considérer la fonction g telle que g(log s) = —log h(s) pour s € Q%..)

Dans les questions suivantes de cette partie, (a, ),eN+ st une suite a valeurs dans R non identiquement
nulle et (\,;),eN+ est une suite strictement croissante de réels positifs tendant vers +oo. On formule
I’hypothese suivante:

(H): Pour tout o dans R?., la série de terme général (ane ") en+ converge dans R* 'L et sa somme,

notée D(c) = >.°° | a,e "%, est telle que, pour tout p dans N*, D(pco)/D(c) a une limite finie

n=1
notée {,, lorsque o tend vers 0.

I1-4) On suppose que (an)nen= et (Ay)nen+ satisfont (H).
II-4a) Calculer ¢; et montrer que pour tous p, ¢ dans N*, on a £, = £,,{,.
I1-4b) Montrer I’alternative suivante: £, = 0 pour tout entier p > 2 ou il existe un réel o > 0 tel que
¢, = p~* pour tout p dans N*.
Dans la suite, on ne considere que les cas ol les £, sont strictement positifs. Plus précisément, pour tout
réel a > 0, on introduit I’hypothese suivante:
(Ha): (an)nen+ et (An)nen= satisfont (H) et lim,_,q+ D(po)/D (o) =p~%, pour tout p dans N*.

L’ objectif principal de la fin de cette partie est de prouver le résultat suivant: pour tout réel o > 0 et pour
toutes suites (a,)neN+ et (An)nen+ satisfaisant (H,), on a

n—>+ooD Z ak = a+1) (&qe)

I1-5) Soit « un réel > 0. On suppose que les suites (a, )pen* et (A )nen+ satisfont (H,).

II-5a) Soient f dans B([0, 1], R) et o dans R . Montrer que la série de terme général (a,, f (e~ )e =)

est convergente. On note alors

Aao(f)_’

, e_A"U)e_A"U.

II-5b) Soit o dans R . Montrer que A, , est une forme linéaire sur 3([0, 1], R). Montrer également
que pour tout f dans B([0,1],R), ona [Aqo(f)] < || fllso-

neN*



II-6) Dans ce groupe de questions, on suppose que « est un réel > (. On suppose également que les
suites (ap)nen+ et (An)nen+ satisfont (H,). On montre (£gg) dans ces cas.

II-6a) On rappelle la définition de A, (-) de la question I-3¢. Montrer que pour toute fonction polyndmiale
@ a coefficients réels on a lim, o+ A o(Q) = A (Q).

I1-6b) Montrer que pour toute fonction f : [0,1] — R continue, on a lim, ,o+ Aq o (f) = Aa(f).
(Indication: on pourra penser au théoreme de Weierstrass .)

II-6¢) Soit £ dans ] 0,e~* —e~2[. On rappelle les fonctions .J, f. et h. de la question I-3f. Montrer
qu’il existe un réel o, > 0 tel que :
Vo €10,0.], Aa(fe) —e < Aao(J) < Au(he) + €.
On pose ensuite C,, = 1 + €227 (a) . Montrer :
Vo €]0,0c], [Aao(J) — Aa(J)] < Cpe.
I1-6d) Montrer que lim, o+ Ao (J) = Aq(J). Conclure quant a (Egg).

I1-7) Dans ce groupe de questions, on suppose que les suites (a,)nen+ €t (An)nen+ satisfont (Hp). On
montre (Egg) dans ces cas.

I1-7a) On pose g(t) = (1 — t)2, pour ¢ dans [0, 1]. Montrer que lim,_,o+ A+ (g) = 0.
I1-7b) Soit  dans |0, 1[. Montrer que, pour tout réel o > 0,0ona: 0 < Ag(1jg,1—5)) < 5205 (9).
II-7¢) Soit f dans B(]0, 1], R). Soit ¢ dans ]0, 1] et soit o un réel > 0. Montrer que

[f(1) = Moo (f)] < max [f(1) = F(&)] + 2ll fllocd~*Ao,0(9) -

Tote[1-6,1]

En déduire que si f est continue a gauche en 1, on a lim, .o+ Ag o (f) = f(1).
II-7d) En déduire (&q¢) dans le cas ou o = 0.

Partie 111

III-1) Soit ¢ : R} — C une fonction continue. On note D, I’ensemble des réels o tels que la fonction
définie sur RY par z — ¢(z)z7 ! est intégrable sur RY.

III-1a) Montrer que D, est un intervalle de R (on rappelle que I’ensemble vide et les singletons sont
des intervalles de R).

III-1b) On suppose D, non vide. Soit un nombre complexe s tel que Re(s) € D,. Montrer que la
fonction définie sur R par z @(z)z* ! est intégrable sur R’ . On pose alors

—+o00
Mo(s) = / p(a)a’ e (Eq2)

La fonction M définie ainsi est appelée la transformée de Mellin de .

III-1c) On suppose que D, contient deux réels og < o1. Montrer que M est holomorphe sur I’ouvert
{s € C: 09 < Re(s) < o1}

III-1d) Si p(x) = e~*, pour tout  dans R, montrer que D, = ]0, 4+o0], puis que M est I'unique
fonction holomorphe sur Hy qui prolonge la fonction I' (définie en I-1) & Hy .

On continuera dans la suite du sujet de noter I' ce prolongement holomorphe:

+oo
Vs e Hy, TI'(s)= / e sl da. (&g5)
0



III-1e) Montrer : Vs € Hy,Vk € N*, I'(s + k) = (s + k —1)(s + k — 2)...s['(s).

(Indication: on pourra éventuellement utiliser I-1.)

III-1f) Pour tout réel y, montrer que /1 + y? > 273 (1 + |y|). Soit k un entier naturel. Pour tout
nombre complexe s tel que Re(s) > 1, montrer que |s + k| > 273 (14 [Im(s)|).

IMI-1g) Soit o dans |1, +00[ ; on pose My, o, = 2°/2(1+T'(0g + k +1)). Pour tout nombre complexe
s tel que Re(s) € [1, 0p], montrer que

III-2) Soit ¢ : R% — C une fonction continue. On suppose que D, n’est pas vide. Soit o un réel. Pour
tout v dans R, on pose @, (v) = (e 2™)e~ 2™V,

III-2a) Montrer que @, est intégrable sur R si et seulement si o € D.,.
III-2b) On suppose que o € D,,. Montrer que pour tout réel ¢, on a Myp(o + it) = 27r</130(t).
III-2¢) On suppose de plus @U intégrable sur R. Montrer pour tout = dans R’ et tout o dans D, que

1 [T

o(x) Mo(o +it)z= " dt

:% .

qui est la formule d’inversion de la transformée de Mellin .

III-2d) Dans cette question, on considere le cas ot p(x) = e*, pour tout = dans R . Montrer alors
que pour tout o dans R* , ®, est intégrable sur R.. (Indication: on pourra d’abord montrer que
P! (v) = 27D, (v)(e 2™ — o), ensuite poser t = e~>™ puis utiliser la question I-5.)

I1I-2¢) Montrer que pour tous «, o dans R% onae %=L [T (g + it)z~7~i dt. En déduire pour

Y
tout  dans R, et tout o dans |1, +-00[, que

e 1 [T T(0+it)

= — om0t
T 2 J_ o o—1-+7it

Les questions suivantes forment une partie indépendante dont le but est de calculer la transformée de
Fourier au sens des distributions tempérées (dont la définition est rappelée dans la question III-5) de la
fonction 271R, .

III-3) Soit f:R — C une fonction continue, sauf peut-&tre en 0.

On suppose d’une part que fol |f(x)|dz+ fi)l |f(x)| dx < 400 et d’autre part qu’il existe (k,C') dans
N xR tels que pour tout réel z tel que |z| > 1 on ait | f(z)| < C(1 + |z|)*.

Montrer que pour tout ¢ dans S(R), f¢ est intégrable sur R et sur R* . Puis montrer que la forme
linéaire définie sur S(R) par ¢ — ono f@)p(x)de + [7° f(a)p@)de = [T2° f(z)p(z) dz est
continue.

On note T cette distribution tempérée: c’est la distribution représentant f définie par

+o0
Vo € S(R), (Ty|y) = / f(@)p(x) de.

—0o0



II1-4) Pour tout = dans R*, on pose ¢y(z) = log |z|, £(x) = log(iz) et sgn(z) = z/|x|.

On pose £o(0) = £(0) = sgn(0) = 0. Pour tout réel £ > 0, on pose également ¢.(z) = (v — ic) L.
IlI-4a) Soit ¢ dans S(R). Montrer que lim__q+ & [, (2% + €2) " p(x) dz = mp(0). (Indication: on
pourra calculer d’abord e fil(xZ +¢e2)7t dz.)

II1-4b) Montrer que ¢ = /o + i5sgn et que pour toute fonction f € {{o,sgn,?,q.}, Ty est une
distribution tempérée.

III-4¢) Soit ¢ dans S(R). Montrer qu’il existe une unique fonction V, continue sur R telle que, pour
tout z dans R*, V,,(z) = 27 ((z) — ¢(0)) . Montrer que la forme linéaire VP sur S(R.) donnée par

—+o00 T 1
weloy= [ 2Dyl do+ [ Ve

—00
est bien continue sur S(R).

II1-4d) Soient ¢ dans S(R) et e dans R . Montrer que = — =~ (z) 1. joo(|x]) est intégrable sur
R. Montrer ensuite que

“+o0o
. X
i [Py (el de = (ve 1)

e—=0t J_
III-4e) Soient  dans S(R) et € dans R.. Montrer que
—+oc0o 1 —+o00
— /
/ 2 (@) e poof([]) dz = (p(—€) — () log(e) — / ' () log(|]) e 100 (| 2]) dz.

— 0 —00
En déduire que 7 = VP.
I11-4f) Montrer que TS’gn = 20, puis montrer que 7, = VP + i7d.
III-4g) Soient ¢ dans S(R) et ¢ dans R’ . Montrer que

' x’ [ p(x) T p(2)
(To. [9) :/_IV*”(:”)M dx+zs/1 P d$+/_oo oo (J2]) da

En déduire que lim,_,y+ 17, = VP + imdp.

III-5) Soit T dans S’(R), une distribution tempérée. On rappelle que la transformée de Fourier est un
endomorphisme continu de S(R). Cela garantit que la forme linéaire définie sur S(R) par p — (1'| &)
est continue. On note 7" cette distribution tempérée; c’est la transformée de Fourier de T'.

III-5a) Démontrer que la distribution T27rln+ associée a 2mlg, est tempérée.

III-5b) Soit € un réel > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction définie sur R par
Y. iz 271lR, (z)e 2™

ITI-5¢) Pour tout ¢ dans S(R), montrer que lim, _,o+ (Ty. | @) = (T brlp, | o).

II1-5d) Montrer que fQﬂR+ = —iTj.
Partie IV

On rappelle ici le théoréme fondamental de I’arithmétique: a tout entier n > 0, on associe une unique
famille v,(n) € N, p € 2, telle que d’une part I’ensemble {p € & : vy(n) # 0} soit fini et telle que
d’autre part on ait n = Hpegz p»(")_ On appelle le nombre vp(n) la valuation p-adique de n.
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IV-1) Le but du groupe de questions suivant est de montrer par des arguments probabilistes que pour tout
o dans |1, +oof,

((0) = lim (1—p,0) ", (€qq)

n—-+00
1<k<n

ou I’on rappelle que (pg)ren+ désigne I'indexation strictement croissante des nombres premiers. Pour
cela, on fixe o dans ]1 +oo| et on spécifie I’espace de probabilité (§2,.#,P) comme suit: on pose
Q = N* la tribu .# est I’ensemble des sous-ensembles de IN* et la mesure de probabilité P est car-
actérisée par

P({n}) = ngc( ey "EN

Pour tout ¢ dans IN*, on note gIN* I’ensemble des nombres entiers strictement positifs divisibles par ¢,
c’est-a-dire gN* = {gn; n € N*}.
IV-1a) Exprimer P(¢N*) en fonction de o et g.

IV-1b) Pour toutn > 1, on pose A,, = p,IN*. Montrer que les événements A,,, n > 1, sont mutuelle-
ment indépendants.

IV-1¢) Conclure.
IV-2) On rappelle que ¢ est une fonction de classe C! strictement positive sur |1, +oo[. Montrer que

pour tout o dans |1, +o0[, log{(o) = —> o7, log(1 — p;,?). Montrer ensuite que pour tout o dans
1, 400

_C,(U) _ = log py,
¢(o) _;pz—l '

IV-3) Soit ® comme dans (&g,). Montrer que (o) =—¢’(c) /(o) pour tout réel o > 1.
IV-4) On rappelle la définition (&g,) de la fonction Z.
IV-4a) Pour tout réel z dans [0, 1/2], montrer que 0 < —log(1 — x) — z < 22

IV-4b) Pour tout o dans |1, +oo[, on pose f(c) = —Z(o) + log((o). Montrer que f est positive
décroissante et majorée sur |1, +o0].

IV-4¢) En déduire que lim, o+ Z(1 4 0)/log(c™!) = 1.
IV-4d) A I’aide de (&g, en déduire que lim,,_, o (loglogn)~* Zlgkgn E~115(k) = 1.

Partie V

V-1) On rappelle le résultat de la question I-8: la fonction (, définie par (&gs), se prolonge en une
fonction holomorphe sur H;. Le but de ce groupe de questions est de montrer qu’il existe une fonction L
holomorphe sur I’ouvert H; telle que exp L(s) = ((s) pour tout s dans Hj.

V-1a) Soit Z comme en (&g,). Soit s dans H;. Montrer que Y po, k1| Z(ks)| < log((Re(s)) a
I’aide de la partie I'V. On pose alors

Vs e Hy, L(s Zk ' Z(ks) = szp

k=1n=1

V-1b) Montrer que L est holomorphe sur I’ouvert Hj.
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V-1c¢) Montrer que exp L(s) = ((s) pour tout s dans Hy. (Indication: calculer d’abord exp L(c) pour
o dans |1, 4+o0[ a l'aide de la partie IV.)

V-1d) En déduire que ¢ ne s’annule pas sur I’ouvert Hj.
V-1e) Soit ® comme en (&g,). Montrer que ®(s)=—("(s)/{(s), pour tout s dans Hj.
V-2) Le but de ce groupe de questions est de prolonger ¢ en une fonction holomorphe sur Hy\{1}. Pour
cela, on introduit vy, (s) = f:ﬂ(n*s — 2~ %) dz pour n dans N* et s dans C.
V-2a) Soit s dans H;. Montrer que la série de terme général (v, (s))nen~ €st convergente et montrer
que .7 vn(s) = ((s) — ﬁ
V-2b) Soient s dans Hy et n dans N*. Montrer que v, (s) = s fsﬂ([ﬂ — )z~ '7% dz. Montrer que

la fonction définie sur [1, +oo[ par z + ([2] —x)2z ! est intégrable sur [1, +oo[, puis que

1 ee —1-s
Vs € Hy, ((3):8_1—&—8/1 ([z] —2)x dz . (&q10)

V-2¢) Montrer que ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur 1’ouvert Hy avec un unique pole
simple en s = 1. On notera encore ( ce prolongement.
V-3) Dans ce groupe de questions, on montre que ¢(1 + it) # 0 pour tout ¢ dans R*.

V-3a) Pour tout réel 6, on pose g(0) = 5+ 8 cos(#) + 4 cos(26) + cos(36). Exprimer ¢(6) comme un
polynéme en cos(6). En déduire que ¢ est une fonction positive.

V-3b) Soient o dans |1, +o00] et ¢ dans R. Montrer que

(@ I(o +it)FIC(o + 2it) ¢(o + 3it)| = exp (0D W)

k=1n=1

En déduire que (()?|¢(0 + it)|®|¢ (o + 2it)|*[¢ (o + 3it)| > 1.

V-3c¢) Supposons qu’il existe un réel non nul ¢, tel que {(1 + itg) = 0.

Montrer que lim,_,+ ((c){(o + itg) = ¢'(1 + ity). En déduire une contradiction et conclure.
V-4) Soient o dans [1, +o00[ et un réel ¢ tel que |¢| > 1.

V-4a) A I'aide de (&q,(), démontrer que |¢(o + it)| < [t| + 2 < 3]t|.

V-4b) Montrer de méme que |(' (o + it)| < 4[t].
V-5) Dans les questions suivantes, on montre I’existence d’un réel M > 0 tel que

Vo € [1,2],Vt € Rtel que [t| > 1, |¢(o +dt)|~' < M|t|'/2,

Dans ce qui suit, ¢ est un réel fixé tel que |¢| > 1.

V-5a) Montrer que pour tout réel o dans [1, +o00[, on a

1 1 /““ (' (x +it) q
g

Co+it) Clo+i+i) Clzr+it)

V-5b) Soit o dans [1,+o0o[. Montrer que 0 < ((o + 1)—1 — 27179 < 71279, par comparaison
série-intégrale. En déduire que |((o + 1 +it)| ™! < 4.

V-5¢) En utilisant V-3b et les questions précédentes, montrer |¢(z 4 it)| =2 < 2.311/4[¢[>/4(x—1)~5/4
pour tout réel x dans |1, 3].
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V-5d) Pour tout o dans |1, 2], montrer que

’C(U+Zt)|71 S 4+25311/4“’9/4((0_1)71/4_0,71/4) S 26311/4“‘9/4(0_1)71/4.

V-5e) Conclure en réemployant cette inégalité.

V-6) Montrer que ® se prolonge continiiment a I’ensemble fermé {s € C : Re(s) > 1 et [Im(s)| > 1}.
Montrer ensuite que pour tout o dans [1, 2] et tout réel ¢ tel que |t| > 1 ona |® (o + it)| < 4M|t|"3/2, ol
le réel M est celui introduit a la question V-5.

Partie VI

Dans cette section on complete la démonstration de (&g ).

VI-1) Soit z dans R . Montrer que la série de terme général (e”"*A(n)),en+ converge dans R
Montrer que la fonction définie sur R par 2 — »_7° , e "#A(n) est continue.

On note désormais, pour tout = dans R%, p(z) = > 77, e " A(n).

VI-2) On rappelle la définition (£q-) de la transformée de Mellin de ¢. Montrer que M est bien définie
et holomorphe sur I’ouvert H;. Calculer explicitement M sur H;.

VI-3) Soit o dans |1, 2]. Montrer que la fonction ¢t € R +— Mp(o +it) est intégrable sur R. (Indication:
on pourra utiliser les questions I1I-1g et V-6.)

VI-4) Déduire des questions précédentes que pour tout - dans R et tout o dans ]1,2], on a
o

1 [t ('(o +it) ,
A -nr _ _ T > —(o+it) dt
1; (n)e o ) (041 )C(U—i-’it) x

VI-5) Pour tout s dans Hj, on pose h(s) = CCI((SS)) + L

VI-5a) Démontrer que h se prolonge continfiment a {s € C : Re(s) > 1}. (Indication: on pourra
utiliser le prolongement de la fonction s — ((s) — (s — 1)~ a Hg de la question V-2.)

VI-5b) Montrer I’existence d’un réel K > 0 tel que |h(o + it)| < K;(1 + [t|*3/2), pour tout o dans
[1,2] et tout réel .

VI-5¢) Montrer Iexistence d’un réel Ky > 0 tel que |I'(o 4 it)h(o + it)| < Ko(1+ |t])~3/2 pour tout
o dans [1, 2] et tout réel ¢. Pour tout x dans R’ et tout o dans [1, 2], en déduire que la fonction définie
sur R par t € T'(o + it)h(o + it)z~ (@) est intégrable sur R.

VI-5d) Pour tout z dans R*, on pose I(z) = 2~ te™ — 3°°° | A(n)e ™. Soit o dans ]1,2]. Montrer
que

+o00 ‘
I(:L‘) 1 / F(U—{—it)h(d—i-it)‘r_(a-ﬂt) dt .

:% .

VI-Se) Soit 2 dans R’.. Montrer que z/(z) = 5 fj;o D(1 4 dt)h(1 + it)e"#1o8= d¢,
VI-6) Montrer que lim,_,o+ xI(z) = 0.
VI-7) En utilisant (&g¢), montrer (&g5) puis (Eg,).
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