RAPPELS ET NOTATIONS.

Lobjet de ce probleme est d’étudier les applications Lipschitziennes, non linéaires en général,
entre espaces vectoriels normés. Le probleme est divisé en six parties. Les quatre premieéres parties
sont indépendantes.

- Dans tout le probléme, on considére des R- espaces vectoriels normés, dont la norme sera notée
[l .|l s’iln’y a pas d’ambiguité. La droite réelle R sera toujours munie de la valeur absolue | . |.

- Si X et Y sont deux espaces vectoriels normés et f: X — Y est linéaire continue, on note

(iesll
Ifll= ! .
xex\iop llxll
On dit que @ : X — Y est une isométrie si ||D(x;) — D(x2)| = [|x1 — x2|| pour tout couple (x1, x2) € X2,

On notera qu'une telle isométrie n’est pas nécessairement linéaire.
- Soit M un nombre réel positif. Une application F: X — Y est dite M-Lipschitzienne si

IF(x1) = Fe)ll < Mlix1 — x2l

pour tout couple (x1, x2) € X2. Une application Lipschitzienne est une application qui, pour un cer-
tain M > 0, est M-Lipschitzienne.

- Un espace normé X est dit séparable s’il contient une suite dense, ou en d’autres termes une
partie dénombrable dense.

- Pour tout espace normé X, on note X* I'espace dual de X, c’est-a-dire I'espace vectoriel des
formes linéaires continues de X dans R. Pour tout couple (x*,x) € X* x X, on note x*(x) =< x*, x >.
Conformément aux notations ci-dessus, on note

. | <x*, x>
[x*= sup —————
xexvoy Il
On rappelle que I'espace dual X* muni de cette norme est un espace de Banach. On notera simple-
ment X** I'espace (X™)*.

- Lespace vectoriel engendré par une partie A d'un espace normé X sera noté vect[A], et sa fer-
meture sera notée vect[A].

- Soit C une partie convexe d'un R-espace vectoriel X. On dit que g : C — R est convexe si pour
tous (11, t2, ..., tn, X1, X2, ..., Xp) € [0,1]" x C" tels que i +hH+..+t;=1,ona

n n
g tix)) <Y t;ig(x;).
1 i=1

i=

n
- Soit n € N*. On définit sur R” la norme || (x1, X2, ..., xx) 1 = Y_ X1
i=1
- Soient Q un ouvert de R”, x € Q et g : Q — R une fonction différentiable en x. On note {Vg}(x) la
différentielle de g au point x. Cette différentielle {Vg}(x) est donc une forme linéaire sur R".
- On rappelle le lemme de Baire : si P est un espace métrique complet et si pour tout entier j > 1,

V; est un sous-ensemble ouvert et dense de P, alors I'ensemble ﬂ Vj est dense dans P.
izl
- On rappelle enfin que

f e Cdt= .
R



I. PRELIMINAIRES

1. Soient E un espace vectoriel normé, F un espace de Banach, Aune partiedensede Eet f: A— F
une application M-Lipschitzienne. Montrer qu’il existe une unique application M-Lipschitzienne
f: E — F telle que pour tout a € A, on ait f(a) = f(a) (pour x € E, on pourra considérer une suite
(an) d’éléments de A qui converge vers x, et montrer que la suite (f(a;)) est de Cauchy).

2. Soit n > 1. On définit y : R” — R par

Y(X1, X2,y Xp) = exp(_n-(z xIZ))
i=1

a. Montrer que y est intégrable sur R” et que I'on a pour tout entier p > 1

fR y(uy, up, .oy up)duyduy...duy, :fR py(pt, pto, ... pty)dudty...dt, = 1.

Soit f:R" — R une fonction Lipschitzienne. Pour tout entier p > 1, on pose

gp(xl,xz,....,xn) = Ln p”y(ptl,ptz,...,ptn)f(xl -, X2 —1,.., Xn—tp)dhdt...dt,.

b. Montrer que la fonction g, est bien définie pour tout p > 1, et que la suite de fonctions (g,) p>1
converge vers f uniformément sur R".

c. Montrer que pour tout p > 1, la fonction g, est continiiment différentiable sur R" (on pourra
effectuer le changement de variable v; = x1 — 11,..., vy, = X5, — tp).

d. Soit E un espace normé de dimension finie non réduit a {0}. On désigne par Lipy(E) I'espace
des fonctions Lipschitziennes f de E dans R telles que f(0) = 0. Pour f € Lipy(E), on pose

|f(xX)— fF(»)I
x—yll
Montrer que pour toute fonction f € Lipo(E), il existe une suite (hy),>1 < Lipo(E) de fonctions
continiment différentiables sur E telles que [ hllL < [ flIL pour tout p, et telles que la suite (hp) p>1
converge vers f uniformément sur E.

Ifllz = sup{ ; (x,y) € E% x#y}.

IL. ISOMETRIES ET LINEARITE.

1. On munit dans cette question seulement I’espace R? de la norme I(x, Moo = max{lx|,|yl}. Soit
F:®R].)— R . leo) définie par f(£) = (t, sin(t)). Montrer que f est une isométrie non linéaire.

2. Soit A un espace préhilbertien, dont la norme est notée | . ||».

a. Soient x et y deux points de # et ¢ €]0,1] tels que ||xll2 = |yl = lltx+ (1 — £)yll>. Montrer
qu’'alors x = y.

b. Soient xj, x» et x3 trois vecteurs de # tels que x; = x2 + x3 et ||x1ll2 = [ X212 + || x3]l2. Montrer
qu’il existe un réel A > 0 tel que x, = Ax; (on pourra se ramener au cas ou les (x;) sont non nuls et
considérer les vecteurs normalisés (Il x;|l; L.

c. Soit ¢ : R — /7 une isométrie telle que ¢(0) = 0. Etablir que @(t) = te(1) pour tout t > 0.



d. Soit Y un espace normé, et ¢p: Y — A une isométrie telle que ¢(0) = 0. Montrer que pour tout
couple de vecteurs (x, y) dans Y et tout £ > 0,on a ¢p(x+ ty) = (1 - HP(x) + th(x + y).
e. Montrer que ¢ est une application linéaire de Y dans /.

III. DUALITE DES ESPACES NORMES

1. Soit X un espace normé, H un hyperplan de X, et u € X\H. Soit h* € H* de norme égale a 1.
Montrer que

sup [< h*,hy > —|lhy — ull] < inf [< h*, hy > +| hy — ull].
heH hyeH

2. Soit a € R tel que

sup [<h*,hy >—|lhy—ulll <a< inf [< h*, hy > +| hy — ull].
]’l]EH thH

a. On définit x* : X — R comme suit : pour tout (#,1) € HxR, < x*,h+ tu >=< h*,h > +ta.
Montrer que x* € X* et que || x*| = 1.

b. Soit E un espace normé de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que
pour tout x* € F*, il existe y* € E* tel que || y*|| = || x*|| et tel que < y*,x >=< x*, x > pour tout x € F.

Dans toute la suite de cette partie, X désignera un espace normé de dimension infinie, supposé
séparable. On notera (x,),>1 une suite dense dans X.

3. Soit x € X.
a. Montrer qu’il existe une suite croissante (Ey)r>o de sous-espaces de dimension finie de X tels

que x € Ej et tels que la réunion V = (_J E soit dense dans X.
k>0
b. Montrer qu'il existe v* € V* de norme 1 tel que < v*, x >= | x|l (on pourra utiliser le II1.2.b)).

c. Montrer qu'il existe x* € X* de norme 1 tel que < x*, x >= | x||.

4. Soit Jx : X — X™** définie pour tout (x,x*) € X x X* par < Jx(x), x" >=< x*, x >. Montrer que Jx
est une isométrie linéaire.

5. a. Soit (x;),>1 une suite de X telle que ||x, || < 1 pour tout n. Montrer qu'il existe une sous-
suite (x:l‘)(n)) de (x},) telle que

. *
r}l_{rgo < Xy Xk >

existe pour tout k > 1.
b. Montrer que

. *
’111_{1010 < Xp(myr %>

existe pour tout z € X.

c.On pose < x*,z>= lim < x(’;(m, z >. Montrer que I'application x* ainsi définie est une forme
n—oo

linéaire et que ||x™|| < 1.

6. Soit j : R — X une isométrie telle que j(0) = 0.
a. Soit k € N. Montrer qu'il existe x;. € X* de norme 1 tel que < x;,, j (k) — j(=k) >=2k.



b. Montrer que < x;., j(¢) >= t pour tout ¢ € [k, k].
c. En déduire qu'il existe x* € X* de norme 1 tel que < x*, j(f) >= ¢ pour tout ¢ € R.

IV. DIFFERENTIABILITE DES FONCTIONS CONVEXES

1. Soit f : R — Rune fonction convexe.
a. Soient a < b < c trois nombres réels. Montrer que

fb) - f(a) <f(c)—f(a) <f(c)—f(b)‘

~ X
b—a c—a c—b

b. Etablir que pour tout x € R, la dérivée a gauche f,(x) et la dérivée a droite f,(x) de f en x
existent, que fg’(x) < f;(x), et que si x; < xp, ona

felen) < f00) < fy(x2).

c. Montrer que f est continue, et que le sous-ensemble . de R constitué des points ot f n’est
pas dérivable est fini ou dénombrable (on vérifiera |'existence de v : ¥ — Q tel que pour tout x € .,
Y (x) €] fy(x), f3(0)D.

d. Soit x € R. On définit 7 : R* — R par

T =[fx+D+fx—1)-2f)]/t.

Montrer que T est impaire et croissante sur R*, puis que f est dérivable en x si et seulement si

lim 7(¢) =0.
=0+

2. Soit C un sous-ensemble convexe de R” tel que (—x) € C pour tout x € C, et F: C — R une
fonction convexe. On suppose que F(0) = 0 et que F est majorée sur C. Montrer que

sup F(x) =sup|F(x)|.

xeC xeC

3. Soit g : R — R une fonction convexe.
a. Soient x = (x;)1<i<n € R" et a > 0.
On note {ey, ey, ..., e,} la base canonique de R". Montrer que

sup glx+M)-gx)= max glx+eae)=g).
Ihllh <« 1<i<n,le|=1

b. Montrer que g est continue en tout point x de R".
4. Soient ke N*, 1 <i < n,ett>0.0npose

gx+te)+glx—te)—-2g(x) 1
: ¢

O,i(1) ={xeR";

et

Vii = |J Ok,i (0.

>0



a. Montrer que 'ensemble V} ; est ouvert.
b. Soit

A=) Vi
k>1

0
Montrer que A; = {x e R"; O_g (x) existe}.
Xi
c. Montrer que A; est dense dans R” (on pourra utiliser la Question IV.1.c).

5. Montrer que 'ensemble
Q=[] A
1<i<n

est dense dans R” (on remarquera que chaque ensemble A; est une intersection dénombrable
d’ouverts).

1 0
6. Soit x € Qg. On définit la fonction G par G(y) = g(y) — g(x) — Z (yi— xi)ﬁ(x).
i=1 i
a. Montrer que pour tout & € R",

|IG(x+h)| < max G(x+el|hlie;).
1<i<n,le|=1

b. En déduire que Qg est'ensemble des points de R” en lesquels la fonction g est différentiable.

7.Soit || . || une norme sur R".

a. Justifier que | . || est convexe, que 0 ¢ Q| |, que pour tout x € Q) jettout £>0,0onatxeQ)
etque {V[ . [l}(zx) = {VI . [}(x).

b. Montrer que pour tout x € Q) , ona [{V] . [}(xX) | =< {VI . I} (x), ”—;C” >=1.

c. Soit z € R". Soit (x,) ,>1 une suite de points de Q. | qui converge vers z. Montrer que

lim <{V]l.[}(xp),z>=lzl.
p—o00

V. LE THEOREME DE FIGIEL

Dans cette partie, E désigne un espace normé de dimension finie N. Soit, dans les questions V.1
et V.2, un vecteur x € E tel que | x|| = 1. On suppose de plus que x est un point de différentiabilité de
lanorme || . || de E.

1. Soit ¢ : E — R une application 1-Lipschitzienne telle que ¢(tx) = t pour tout ¢ € R. Soit y € E.
a. Montrer que pour tout £ € R*, on a

1=1tp(y) — to((p(y) +1/D)x)| < llx— t(y — () x)|l.
b. En déduire que < {V]| . [[}(x), y — (1) x >= 0, puis que {V] . [[}(x) = ¢.

2. Soit F un espace normé séparable et soit ¢p : E — F une isométrie telle que ¢(0) = 0.

a. Montrer qu'il existe f; € F* de norme 1 tel que < f;,¢(¢x) >= t pour tout ¢ € R (on utilisera la
Question I11.6.c)).

b. Montrer que f; o ={V| . [}(x).



Pour x' € Q) , on considere plus généralement f; € F* de norme 1 telle que f;o¢p={V| . [}(x)).

3. a. Montrer que pour tout z € E\{0}, il existe un point x' € Q) tel que {V|| . [}(x")(2) # 0 (on
utilisera la Question IV.7.c)).

b. En déduire qu'il existe des points xj,xy,...,xy de Q| | tels que la famille des différentielles
({VII. I} (x1)), <<y SOIt une base de E*.

c. Montrer qu'il existe une base (z;)1<j<n de E telle que

VI B (xi) (z5) = 6, .

D’apres la Question V.2.b), pour tout 1 < i < N, il existe f;l € F* tel que
VI I Gx) = fy, 0 .

On définit une application T': F — E par
N
T(y) =) frWazi.
i=1

d. Montrer que T est linéaire continue et que T o ¢ = IdE.

4. On suppose dans cette question que vect[¢p(E)] = F.
a. Montrer que pour tout x' € Q |, ona

fo={VI.I}"oT.
b. Montrer que || T|| = 1 (pour y € F, on pourra poser z = T(y) et utiliser la Question IV.7 .c)).

5. On suppose a présent que X est un espace de Banach séparable de dimension infinie. D’apres
la Question II1.3.a), on a

X=J Ex
k>1

ou (Eg)k>1 est une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. Soit Y un espace normé, et
soit @ : X — Y une isométrie telle que ®(0) = 0 et vect[®(X)] = Y. On pose Fy = vect[®(Ey)].

a. Montrer qu'il existe une unique application linéaire continue T} : F; — Ej telle que pour tout
X € Ey, Tr(®(x)) = x, etque || Tyl = 1.

b. Montrer qu’il existe une application linéaire continue T: Y — X telle que To® = Idy, et que
1Tl = 1.

6. Applications :

a. On munit R?> d’'une norme arbitraire. Soit f : R — R® une isométrie. Montrer qu’il existe une
base (1,€2) de R? et une application Lipschitzienne ¢ de R dans R telles que pour tout ¢ € R, on a
ft)=ter +p(t)es.

b. Montrer le théoreme de Mazur-Ulam : si X et Y sont des espaces de Banach séparables, toute
surjection isométrique @ : X — Y telle que ®(0) = 0 est linéaire.

VI. LE RESULTAT PRINCIPAL

Soit X un espace normé séparable de dimension infinie. On désigne par Li po(X) 'espace vectoriel
des fonctions Lipschitziennes f de X dans R telles que f(0) = 0. Pour f € Lipy(X), on pose



|f(x) = F)

I1fllL=su () e X?, x#y)
fle=supi==r— Y )

On vérifie facilement que || . ||, est une norme sur Li po(X), que le dual X de X est un sous-espace
de Lipo(X) et que ||x*|| = [|x* ||, pour tout x* € X*.

1. Pour tout u € Li po(X)*, on note B(u) larestriction de pa X*. Montrer que § est une application
linéaire continue de Lipy(X)* dans X** et que || 8]l = 1.

2. Montrer qu'il existe une suite (x;);>1 de vecteurs de X linéairement indépendants tels que
vect[(x;)i>1] = X et | x;|| =27" pour tout i.

On pose Ex = vectl{x;; 1 <i<k}].

On considere 'unique application linéaire Ry : Ex — Lipo(X)™ qui satisfait pour tout 1 < n < k et
toute f € Lipo(X)

Ry (xn)(f) :f [f(xn'i' Z tjx;j) - f( Z Ifjx]')]dtldtz...dtn_ldtn+1...dtk .
(0,174~ j=1,j#n j=1,j#n

3. Soit f € Lipo(X). On note f la restriction de f a Ex. Montrer que si fi est contintiment diffé-
rentiable, on a pour tout x € Ej

k
Ri(0)(f) = f{o S V3O tjxp), x> dndt...d .
y j=1

4. Montrer que

IRl <1

(On utilisera la Question I. 2. d).
5.a.Montrerquesil < n< k,ona

I Rie+1(xn) = Rie(xn) | < 20 Xpe

b. Montrer que pour tout x € Ey, la suite (R;(x));> converge dans I'espace de Banach Lipg(X)".

6. On pose C = | J Ek. La Question VL5 permet de définir pour tout x € C
k>1

R(x) = llim R;(x).

a. Montrer que R est une application linéaire continue de C dans Lip(X)* telle que |R|| =1 et
BoR(x) =Jx(x) pour tout x € C (I'application § est définie a la Question VI.1).

b. En déduire qu'il existe une application linéaire continue R : X — Lipo(X)* telle que |R| =1 et
BoR=Jx.

Soient Y un espace de Banach et Q : Y — X une application linéaire continue, telle qu’il existe
une application M-Lipschitzienne £ : X — Y telle que Qo £ = Idx et £(0) = 0. On admettra que

I’équation

<S(x),y* >=<R(x),y* 0 £ >



oll y* € Y* et R est définie a la Question VI. 6. b) ci-dessus, définit une application linéaire continue
S: X — Y telle que Qo S = Idy et telle que || S|| < M.

7. Montrer que si X est un espace de Banach séparable, et s’il existe une isométrie ® de X dans un
espace de Banach Y, alors Y contient un sous-espace vectoriel fermé linéairement isométrique a X.



