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Le but de ce probléme est I'étude d’une équation intégro-différentielle, le probleme
de Milne-Schwarzschild (MSa-b) ci-dessous, qui intervient en Astrophysique pour décrire
la diffusion de la lumiére dans les atmospheres stellaires. Parallelement, le probleme fait
étudier une méthode de résolution, due 4 Wiener et Hopf, pour une classe d’équations
intégrales reliées au probleme de Milne-Schwarzschild, dont 'exemple typique est le proble-
me (WH) ci-dessous.

La partie II peut étre résolue sans faire appel aux résultats de la partie I, mais en
utilisant la définition de la fonction K donnée avant la question I 2] a), définition qui fait
elle-méme appel & la fonction Ei du I 1] a). De méme les questions IV 1] & IV 6] incluses
peuvent étre résolues sans faire appel aux questions précédentes. Enfin les questions V 1]
4 V 2] b) incluses ne font appel qu'aux résultats des questions IV 1] & IV 6] incluses.

Notations et rappels.

Sauf mention explicite du contraire, toutes les fonctions considérées dans ce probléme
sont a valeurs dans C.
1) Pour tout z € C, on note Re z sa partie réelle et Im z sa partie imaginaire.
2) Pour tout f € L'(R), on note f sa transformée de Fourier, définie pour tout £ € R par

+o00

f(6) = / ¢ f(z)de

— o0

On notera également § la transformée de Fourier d’un élément g de L?(R), définie par
prolongement continu de la transformée de Fourier sur L' N L?(R). On rappelle que
'objet § ainsi défini est un élément de L?(R); en particulier § s’identifie & une fonction
Lebesgue-mesurable définie presque partout.

3) Pour tout » > 0, on notera

S(r)y={2€C tq. |Imz|]<r}, S(r)={z€C tq |Imz|<r}.
On notera également, pour tout r € R,
P ={z€ClImz>r}, P;={z€C|lmz<r},

et
f::{ZGCHmzZr}, P, ={2€ClImz<r}.

4) On notera L}OC(R) I’ensemble des fonctions f définies presque partout sur R et Lebesgue-
mesurables telles que, pour tout R > 0,

R
/ |f(z)|dz soit finie.
-R

5) On notera In la détermination principale du logarithme népérien, c’est-a-dire l'unique
fonction holomorphe sur C \ R_ prolongeant la fonction logarithme népérien définie sur
R*.

.+_



6) Etant donnés deux points z; et zo du plan complexe et une fonction f intégrable sur le
segment [z1, 22|, la notation

Z2 1
/ f(z)dz désigne le nombre (25 — zl)/ F((1 —t)z1 + tze)dt.
Z1 0

7) Etant donnés a € R et une fonction f localement intégrable sur la droite d’équation
Im z = a, la notation

+oo+1ia +o0
/ f(z)dz désigne / f(t+ia)dt,

—o0+41a —00

lorsque cette derniére intégrale impropre converge.
8) On rappelle un énoncé du théoréme de Fubini: soit f : (x,y) — f(z,y) une fonction
borélienne sur R?. Alors,

e pour tout z € R (resp. pour tout y € R) la fonction f(z,-) : y — f(z,y) (resp.
f(,y): =+ f(x,y)) est borélienne;

e les fonctions définies sur R a valeurs dans [0, +00]

z s /R oy et ye /R F(z,9)lde

sont boréliennes.
De plus, si

/R (/R |f($,y)|dy> 4o < oo,
/R </R |f(x’y)|d$) dy < +00,

alors f définit un élément de L*(R?), les fonctions définies p.p. sur R

ou bien si

xH/Rf(x,y)dy et yH/Rf(x,y)d:v

définissent des éléments de L'(R) et I'on a

J ([ rwnan)ae= [ ([ @)= [[ revdsay.
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1] a) Montrer que, pour tout z € R, les intégrales

+oo ,—t 400 -zt
/ e—dt et / ¢ dt
T t 1 t

convergent et sont égales. Dans la suite du probléme, on notera Ei(z) la quantité ainsi

définie.
1 1 _ —t
I= / © _dt
0 t

1] b) Montrer que l'intégrale

converge. Montrer que, lorsque z — 071, Ei(z) + Inz converge vers une limite finie que
I'on calculera en fonction de I et Ei(1). (On pourra exprimer lnz sous la forme d’une
intégrale).

-

: e
1] ¢c) Montrer que, pour tout z € R%, 0 < Ei(z) < pt

1] d) Montrer qu'il existe une suite de nombres réels (a,)nen que 'on demande de calculer
telle que, pour tout N € N,

N -z —z
. € e
EI(IIJ)Z E anm+0<;m) 3

n=0
pour £ — +00. (On pourra intégrer par parties).
1] e) Déduire de ce qui précede que Ei € LP(R?) pour tout p € [1,+o0[.

On note dans la suite du probléeme K ’application définie sur R* par
z — K(z) = 1Ei(|z])

et K la transformée de Fourier de K.

2] a) Justifier que la fonction K est une fonction continue sur R, appartenant 3 L2(R).
Déterminer lim K(&).

{—+o00

2] b) Montrer que la fonction K se prolonge en une fonction holomorphe sur S(1) (encore
notée K dans la suite du probleme).

2] ¢) Montrer que, pour tout 7 €] — 1, 1], I'application ¢ — K (€ + in) appartient & L2(R).
2] d) Montrer que pour tout £ € R*, K(€) = %Arctanf ou C est une constante que l'on
demande de calculer. Calculer également K (0).

3] a) Donner un équivalent de 1 — K (z) pour z — 0.



3] b) Montrer que, pour tout z € S(1), l'on a

. - too =2 2
K(z)—K(z):/1 dt

GENZE

+o0
(On pourra considérer l'intégrale / 24 5z Powr tout z € S(1)).
1

En déduire que K (z) est réel si et seulement si z est soit réel, soit imaginaire pur de
module strictement inférieur a 1.

3] ¢) Montrer que 0 est le seul zéro de 1 — K dans S(1). (On pourra commencer par étudier
dt )
t2+a

+oo
le sens de variation sur | — 1, +00[ de la fonction a — /
1

II
On considére dans cette partie I'équation intégrale d’inconnue f € L}, (R):
+o0
f(x) = K(x—vy)f(y)dy, p.p.-enzeR, (ET)
-0

ol f est une fonction telle que, pour presque tout * € R, y — K(z — y) f(y) définit un
élément de L(R).
1] Montrer que toute fonction affine sur R est solution de (EI).

2] a) Soient F et G deux éléments de L!(R). Montrer que la fonction ¢ définie pour
presque tout (z,y) € R? par ¢(z,y) = F(x — y)G(y) appartient & L*(R?); en déduire que

I’expression
+oo

FxG(z) = F(z — y)G(y)dy

had e ®]

existe pour presque tout z € R et définit un élément F x G de L!(R). Montrer enfin que
IF*Gllpir) < I Fllo @Gl r) -

2] b) Montrer que, pour tout £ € R, 'on a FxG(£) = F(&)G(¢).
3] a) Soient F € L'(R) et G € L?(R). Montrer que 'expression

+00
FxG(z) = / F(z — y)G(y)dy

— 00

existe pour presque tout € R et définit un élément F x G de L%(R). Montrer que

|FxGlle2my € 1 FllLm)llGllL2r) -

Tournez la page S.V.P.



(On pourra chercher a appliquer le résultat de la question II 2] a) aux fonctions |F| et

GI?).

3] b) Montrer que, pour presque tout £ € R, l'on a F/*\G(f) = F(f)é(f) Cette relation
a-t-elle lieu pour tout £ € R?

4] Trouver toutes les solutions de (EI) appartenant & L'(R).

5] Trouver toutes les solutions de (EI) appartenant & L2(R.).

I11

On considere dans cette partie le probléme suivant
“Trouver toutes les fonctions f continues sur Ry telles que, pour tout a € R},
f(z) = O(e*®) lorsque z — +00 et

+00

f(z) = K(x —y)f(y)dy, pourtoutze Ry (WH)
0

Dans toute cette partie, on suppose que le probléeme (WH) admet au moins une
solution non identiquement nulle, que ’on note f. On raisonnera dans toute cette partie
par conditions nécessaires sur f; l'eristence d’une telle solution sera vérifiée plus loin
(partie IV).

1] a) Pour tout 8 € R, on définit les fonctions Fg, Gg et Kg par

Fg(z) =e Pf(z)siz >0, Fg(z)=0siz<0,
+0o0

Gp(z)=0siz>0, Gpz)=—eP" K(z-y)f(y)dysiz <0,
0

Kg(z) = e P*K(z), pour tout z € R*.

Montrer que Go(z) = O(e1*!) lorsque  — —oo0.
1] b) Montrer que, pour tout 3 €]0, 1, Fg, Gg et Kz € L'(R), et que Fg — Kgx Fg = Gg.

+oo
2] a) Montrer que l'intégrale ¢(z) = / e *** f(z)dx converge pour tout z € Py et
0

définit une fonction holomorphe sur Py .
2] b) Expliciter une relation entre F’g et ¢, pour tout 8 €]0,1].
2] ¢) Montrer que Gy se prolonge en une fonction holomorphe sur P, (encore notée Go).

2] d) Montrer que, pour tout z € P¥, NPy, l'on a ¢(z)(1 — K(2)) = Go(2).

2

1 A~
3] a) On pose, pour tout z € S(1) \ {0}, A(z) = z z—: (1 — K(z)). Montrer que A se
prolonge en une fonction holomorphe sans zéros sur S(1), encore notée A dans la suite du

1
probleme et que, lorsque |z| — +0co avec [Imz| < 1, l'on a |A(z) — 1] = O(=)-

|2|



3] b) Déterminer I'image par A de I’axe réel. (On pourra se ramener & étudier le sens de
variation d’une fonction).

3] ¢) Montrer qu'il existe a €]0, 1[ tel que
A(S(a)) c{z€ C t.q. Rez > 1}.

On gardera cette valeur de a jusqu’d la fin de la partie I11.

4] a) Montrer que, pour tout z € C,

R+ia ~R+ia
/ ——htlil(z)dt — 0, et que / lnA(t)dt -0

R—i« R—ia -2

lorsque R — +o0.

4] b) Montrer que les fonctions A, et A_ définies par les formules

AL(z) = exp (J— / e lnA(t)dt)

2 J _o—ia t— 2

et

A_(z) = exp (i / oo lnA(t)dt>

27T ) _oia t—2

sont holomorphes sur P*_ et P, respectivement. Déterminer les zéros de A, et A_.

4] ¢) Montrer que, pour tout z € S(a), Ton a A(z) = $575.

5] Soit N € N* et soit ® une fonction holomorphe sur C telle que |®(z)| = o(|z|V*1)
lorsque |z| — +00. Montrer que ® est un polynéme de degré au plus N.

Soit donc f solution du probleme (WH), ¢ et Gy étant les fonctions qui lui sont
associées par les questions III 1] a) et III 2] a).

6] a) Montrer que, pour tout z € PX, NPy,

6] b) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout z € Py, lon ait

zZ—1

$(z) = CZ2LA_(2).

22

2
. o s z2°¢(z
(On pourra commencer par montrer que la fonction définie par H(z) = __#9) se

(z—1)A_(2)
prolonge en une fonction holomorphe sur C telle que |H(z)| = O(|z]) pour |z| = +00).
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7] a) Soit f solution du probleme (WH) et soit ¢ la fonction qui lui est associée par la
question III 2] a). Montrer que, pour tout 8 €]0, 1] et tout z > 0

+o0—:3 P
f@= [ een.

—oco—if8 2

7] b) Montrer que pour tout o’ €]0, of

+ootia’ o )
/ 621 4 ()dz = O(e=*'7)

—oo+ia’

lorsque z — +o0.

7] ¢) Soit C la constante associée & ¢ par le III 6] b). Soit o’ €]0,a[. Montrer que, pour
tout = > 0,
+ootia’ i d
flz)-C eize 2 ZA_(z)—zzC(aat:—}-b)

—oo+ia’ 22 27

ou a et b sont des constantes que ’on exprimera en fonction de A_(0) et A (0).

7] d) Soit r €]0, af et C*(0,7) le demi-cercle orienté négativement centré en Porigine et de
rayon r inclus dans P;". Montrer que

1 dt
A_(0) = — huadl
(0) = exp <2i7r /c+(0,r) In A(t) ; )

En déduire la valeur numérique de A_(0).

7] e) Déduire de ce qui précéde que le probleme (WH) admet au plus une solution f telle
que f(z) ~ z lorsque z — 400, ainsi que la formule exprimant f(z).

On vérifiera dans la partie IV Uexistence d’une fonction f vérifiant (WH) et la con-
dition f(x) ~ x lorsque x — +o0.

v
Dans la suite du probleme, on note B =R, x ([-1,1]\ {0}) et on pose
E={u:B—=R|Vue[-1,1]\ {0}, u(-, ) € C'(R,) et u € L>(B)}.

Pour toute fonction u € £, on notera, pour tout z € R,

<u>(x)= %/_lu(m,u)d,u.

Soit enfin h :]0,1] — R appartenant & L*([0,1]). On considére alors le probléme



“Trouver toutes les fonctions u € £ telles que

5,
ua—Z(x,u)+u(a:,u)—<u>(x)=O, z>0,0< | <1; (M Sa)
w(0,p) =h(p), O0<p<1.” (M Sb)

Soit u € £ solution de (MSa-b).

1] a) Montrer que I’application F,, définie sur R, par

1

z— Fulz) = %/ pu(z, p)du
-1

est constante sur R;. (On notera désormais F, cette constante).

1] b) On note G, application définie sur R par

1
o Gu(@) =} [ wtule,widp.

-1

Calculer, pour tout z > 0, G, (z) en fonction de G,(0) et F,.

1] ¢) Montrer que la constante F, est nulle et que I'application G, est constante sur R .
(On notera désormais G, cette constante).

2] a) On note H, application définie sur R, par

1
z— Hy(z) = %/ pulz, p)2dp .
-1

Montrer que I'application H, est décroissante sur R .
2] b) Montrer que P’application (z, 1) — u(z, u)— < u > (z) définit un élément de L%(B).
2] ¢) Montrer que, pour tout z € R,

1
@) =} [ uluten)= < u> (@)

2] d) Montrer que H,(z) — 0 lorsque x — +o0.
2] e) Montrer que

1
lum <> sy < Cr [ b2l
0

ou C] est une constante que ’on précisera.

3] Montrer que le probleme (MSa-b) admet au plus une solution dans £ qui soit continue
sur B.
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4] a) Montrer que, pour tout z > 0,

* 1
u(z, p) = e™“/* h(p) +/ e~ (emv)/u L <u> (y)dy, 0<p<1; (la)
0
+o0 1
wop) = [ eI s @)y, 1< u<0. (16)
T

4] b) Soit v € £. Montrer que 'application £ —< v > (z) est continue sur R.
4] ¢) Montrer que le probléeme (MSa-b) admet au plus une solution dans £.
On suppose dans les questions IV 5] a) & c) incluses que h(x) > 0 pour tout p €]0,1].

5] a) On définit une suite de fonctions u, : B — R par les relations de récurrence, valables
pour tout n € N:

T

1

Uns1(2, 1) = e/ * h(p) +/ em(Emv)/u S <un>(Wdy, 0<p<l,
0

+o00 1
Unt1(T, 1) = / e~ (w=2)/lul m <up>(y)dy, —-1<p<0,
x

et que ’on initialise en prenant pour ug la fonction nulle. Montrer que, pour tout (z, i) €
B,
0< Uo((L’,p) < ul(:l"’:u) <...< Un(III,u) < un+1(w,,u) <...< Hh‘HL°°([0,1]) .

5] b) Montrer que, lorsque n — 400, u,(z, 1) converge simplement sur B vers u € L*°(B)
vérifiant les relations (la-b).
5] ¢) Montrer que u € £ et que u est solution de (MSa-b).

On abandonne désormais ’hypotheése selon laquelle h(p) > 0 pour tout p €]0, 1].
5] d) Montrer que, pour toute fonction k :]0,1] — R satisfaisant h € L°°([0, 1]), le probleme
(MSa-b) admet une unique solution v appartenant a £.

6] a) Déterminer les fonctions g : [—1,1] = R appartenant & L>([—1,1]) et telles que la
fonction v : (x, u) — x + g(u) vérifie

0
ua—Z(w,u)+v(x,u)—<v>(x)=0, z>0,0<|u<1.

6] b) Montrer qu’il existe une unique fonction w : B — R solution du probléme suivant:

0
oo (@) +we, )= <w>(2)=0, >0, 0< <1 (2a)
w(0,pu) =0, 0<p<l. (2b)
lapplication (z, u) — w(z, u) — = définit un élément de £. (2¢)

6] ¢) Calculer, pour tout z € R, l'intégrale %f_ll pw(z, p)du.

7] a) Soit w la fonction définie au IV 6] b). Montrer que I'application z —< w > (z) est
'unique solution du probléeme (WH) qui satisfasse en outre la condition < w > (z) ~ z
lorsque z — +o0.

7] b) Calculer, & I'aide de la fonction A du III, w(0, —p) pour tout x €]0,1]. Dans toute
la suite, on notera W (u) cette quantité.
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A\

Soit 4 :10, 1] — R appartenant a L*([0, 1]), et soit u la solution du probleme (MSa-b).
1] Montrer que, pour tout v € [0, 1{

+ 00 1 C2 1
/ / u(z, 1)— < u > (@)X dudu < / wh(u)dy,
0 -1 - ’7) 0

(1
ou Cy est une constante que I’on déterminera.
2] a) Soit | = 3 < p?u >. Montrer que, pour tout z > 0,

1

[<u>(z)-1 < Cg/ lu(z, w)— < u> (z)|*du,

-1

ou C3 est une constante que I'on déterminera.
2] b) Montrer que, pour tout y € [0, 1],

+o0 1 04 1
/ / lu(z, ) — P> dedp < / uh(u)dp,
0 -1 (1-7v) Jo

ou C4 est une constante que I’on déterminera.

3] Exprimer ! en fonction de W et de h. (On pourra considérer la fonction

1
xH/ pw(z, —p)u(z, p)dp
-1

olt w la solution du probleme (2a-c) introduit au IV 6] b).)

FIN



