
1 J. 4431 1 

<<......... ,..... . . . . . ... ~.‘.‘~‘;‘~.‘.‘.‘:‘:‘:‘:‘:~:‘:‘:‘:’:’:’:’:’:’:’:‘:~:‘:~:~: ‘..,..................... . . . . . . . . . . . . . . . . . :‘::.’ ‘.‘.‘.‘.~.‘.‘.~.‘.‘.‘.’ ‘.‘.‘iii”“““““‘.‘.‘.‘.~.~.‘.~.‘.~~~~’~.’.’.’.’.‘.‘.‘.‘.‘.’.’.’.’.‘.‘. .‘...‘.C. .T.l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..i~.....~...~. . . . . . . . . . . . ~:.:.:.:.:.:.:.:.: . . . . . . . . . . . . ., . . . . . ., ., . . . . . . . . . . . . . . . 
: ‘il’iil::‘~~:‘:‘:‘:‘:‘:‘:‘:.:.: :::: :.:.:.:.~i:.:.“::::~.:.:~~.:.: 

:.‘:.i:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.~,~~~~~:~::x:::~~~ .,.,.,.,“,.,.‘.,.,.‘,,,,,,,,,,,,,~,,,~,,,,,~,,, ,//,,/, ,,,,,,,,,,,~,,,,,,,,, ,//,,, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :.:.:.:.:.~i;::::;i:::::::~ ,):,) ~‘~,~ ,:::: ~ ,:,i:,:,,,,;,, ,., ,,,,,,~,,,,,,,,,,,,,,,l~,;~, ,,,, 

~.~:~~~~~~~~~~~~~~~~~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
:.:.:::::::a:* ‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘. .A..‘. .‘.‘.‘i.‘. ” . . . . . . . : ~~~i:.;“~:.:‘.~....:...:. .Y... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..i.............. . . . . . . . . . . . . . . :.:.:i.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.: . . ..‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘i. .,.,. *>:.>p..: .,.....: . . . . . . ..ll(...l.....l.......... 
:.: ““:‘:‘:‘:‘:‘:‘:‘:‘::.~..::::::‘,”.’.’.~.’.’.~.’.‘.‘.‘.‘.‘.’.”.’.“~‘” : 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~..~illl;‘~~ 
:.:.:.:.:.:.:.:.:.‘:‘:‘:‘:‘:‘:‘:’::::1:‘1“1--:----: : ..““““““““““‘.‘.. . i.:.: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ::-::M:i;r;.‘...‘.:.: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

:.:.~:~:::.:.:.:.:.:.:.:.:.:.~:.:.~~~~~~~~~.~::::i::;i::::::~ ,iiii)ii:,ii:,:,~. ~.:.~~~i:i:~x~: 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :.~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..<.............~.......~.~........................... .,.);: .(((,,((,.,._,.,. . . . 

“.,.,.,.,.,.,.,.‘,.‘.““‘,.,.,.,~,,,~,~,~,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,~,,, . . . .._. ~~,.~‘~‘ i.‘.:,..~.,.,.,.,.,.,.,.,.,.,.,.,.~.~,,.,.,.,.,., ,/,,,,,,/,,,,(,,,,,,,,, ,,,,,, 
:.: : : :.::.:.:.:.:.: :.: : :‘:‘:.:.:..:.....; :~.~.:.:.:.:.:.:.:‘:.:.:‘:.:.:.:j :,:,.,.,:..,.,., :.: . . . . . . . . . . . . . 

,,,,,,,(,,,,,,///,,//,,,,,,,,, 
. . . . . .,......... :,: ,.,.,.... :.. :..:.:. . . . . . . . . . . . :.: : :.:.:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

,,,,,(,,((,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 
.,. ..i..i 

concours externe 
de recrutement de professeurs agrégés 

composition d’analyse et probabilités 

Calculatrice électronique de poche, y compris programmable, alphanumérique ou à écran 
graphique, à fonctionnement autonome, non imprimante autorisée conformément à /a circulaire 
no 99-786 du 76 novembre 7999. 

L’usage de tout document et de tout autre matériel électronique est interdit. 

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements 
constitueront un élément important pour l’appréciation des copies. 

Tournez la page S.V.P. 
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Le but de ce problème est l’étude d’une équation intégro-différentielle, le problème 
de Milne-Schwarzschild (MSa-b) ci-dessous, qui intervient en Astrophysique pour décrire 
la diffusion de la lumière dans les atmosphères stellaires. Parallèlement, le problème fait 
étudier une méthode de résolution, due à Wiener et Hopf, pour une classe d’équations 
intégrales reliées au problème de Milne-Schwarzschild, dont l’exemple typique est le problè- 
me (WH) ci-dessous. 

La partie II peut être résolue sans faire appel aux résultats de la partie 1, mais en 
utilisant la définition de la fonction K donnée avant la question 1 21 a), définition qui fait 
elle-même appel à la fonction Ei du 1 l] a). De même les questions IV l] à IV 61 incluses 
peuvent être résolues sans faire appel aux questions précédentes. Enfin les questions V l] 
à V 2] b) incluses ne font appel qu’aux résultats des questions IV l] à IV 61 incluses. 

Notations et rappels. 
Sauf mention explicite du contraire, toutes les fonctions considérées dans ce problème 

sont à valeurs dans C. 
1) Pour tout z E C, on note Re z sa partie réelle et Im z sa partie imaginaire. 

2) Pour tout f E L1(R), on note f sa transformée de Fourier, définie pour tout [ f R par 

fK> = ./ 

+oO 
e -i@y(,)dx. 

-ca 

On notera également 4 la transformée de Fourier d’un élément g de L2 (R), définie par 
prolongement continu de la transformée de Fourier sur L1 n L2(R). On rappelle que 
l’objet 6 ainsi défini est un élément de L2(R); en particulier 9 s’identifie à une fonction 
Lebesgue-mesurable définie presque partout. 
3) Pour tout T > 0, on notera 

S(T) = (2 E C t.q. ]Imz] < T}, S(r) = (2 E C t.q. ]Imz] 5 r}. 

On notera également, pour tout T E R, 

Pz={.ZECJImz>r}, P~={zEC]Imz<r}, 

et 
P~={zEC\Imz>r}, 

-- 
Pr = {z E C (Imz 5 r}. 

4) On notera L,1,,(R) 1 ‘ensemble des fonctions f définies presque partout sur R et Lebesgue- 
mesurables telles que, pour tout R > 0, 

s R 

-R If(x)ldx soit finie. 

5) On notera In la détermination principale du logarithme népérien, c’est-à-dire l’unique 
fonction holomorphe sur C \ R- prolongeant la fonction logarithme népérien définie sur 
R+. 
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6) Etant donnés deux points z1 et z2 du plan complexe et une fonction f intégrable sur le 
segment [zl, ~21, la notation 

s ,752 

f (z)dz désigne le nombre (~2 - 21) 
21 s 

o1 f((1 - t)x1 + tt2)dt. 

7) Etant donnés a E R et une fonction f localement intégrable sur la droite d’équation 
Imz = a, la notation 

s 
+m+ia 

f(z)& désigne +O” f(t + ia)dt , 
-m+ia s -00 

lorsque cette dernière intégrale impropre converge. 
8) On rappelle un énoncé du théorème de Fubini: soit f : (~,y) * f(z,y) une fonction 
borélienne sur R2. Alors, 

l pour tout x E R (resp. pour tout y E R) la fonction f(x, .) : y ti f(x,y) (resp. 

f CT Y> : x t-+ f(x, y)) est borélienne; 
l les fonctions définies sur R à valeurs dans [0, +oo] 

x ++ Ifh dldy et Y I+ r 
JR s 

R If(x7 Y)ldX 

sont boréliennes. 
De plus, si 

ou bien si 

s (1 R R 

J’ (1 R R 

Ifh dl&/ dz < +GO, > 

If(x, db dy < +OQ, 
> 

alors f définit un élément de L1(R2), les fonctions définies p.p. sur R 

XH 
s 

Rf(w)dy et Y + Rf(xTddx 
s 

définissent des éléments de L1(R) et l’on a 

s, (S,f(x, y,&) dx = s, (s,i(w)dx) dy = j-L2 fkw)dxdy. 

Tournez la page S.V.P. 
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1 

l] a) Montrer que, pour tout x E R$, les intégrales 

s 
+=J e-t 

tdt et s 
+w e-xt 

z 1 
?dt 

convergent et sont égales. Dans la suite du problème, on notera Ei(x) la quantité ainsi 
définie. 

l] b) Montrer que l’intégrale 

I= 
s 

1 1 - e-t 
dt 

0 t 

converge. Montrer que, lorsque x + 0 +, Ei(x) + In x converge vers une limite finie que 
l’on calculera en fonction de 1 et Ei(1). (0 n p ourra exprimer lnx sous la forme d’une 
intégrale). 

e-” 
11 c) Montrer que, pour tout x E RS, 0 < Ei(x) < - 

x * 
l] d) Montrer qu’il existe une suite de nombres réels (U~)~~N que l’on demande de calculer 
telle que, pour tout N E N, 

Ei(x) = gong + 0 (s) , 
n=O 

pour x + +oo. (On pourra intégrer par parties). 

l] e) Déduire de ce qui précède que Ei E LP (R;) pour tout p E [l, +co[. 

On note dans la suite du problème K l’application définie sur R* par 

x I+ K(x) = iEi(]x]) 

et k la transformée de Fourier de K. 

2] a) Justifier que !a fonction k est une fonction continue sur R, appartenant à L2(R). 
Déterminer ,li~~ K(e). 

2] b) Montrer que la fonction k’ se prolonge en une fonction holomorphe sur S(1) (encore 
notée K dans la suite du problème). 

21 c) Montrer que, pour tout q E] - 1, 11, l’application [ I-+ k(c + iv) appartient à L2(R). 

2] d) Montrer que pour tout c E R*, ri’(<) = CArctanE où C est une constante que l’on 

demande de calculer. Calculer également k(0). 

31 a) Donner un équivalent de 1 - k(z) pour z -+ 0. 
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31 b) Montrer que, pour tout z E S(l), l’on a 

(On pourra considérer l’intégrale J +O” dt 

1 
t2 + 22 pour tout z E S( 1)). 

En déduire que K(Z) est réel si et seulement si z est soit réel, soit imaginaire pur de 
module strictement inférieur à 1. 

3] c) Montrer que 0 est le seul zéro de 1 - k dans S( 1). (0 n ourra commencer par étudier p 

le sens de variation sur ] - 1, +co[ de la fonction cx t+ 
J 

+O” dt 
--> 

1 PfQ. 
II 

On considhre dans cette partie l’équation intégrale d’inconnue f E L&,(R): 

f( )=J 
+C= 

X K(x - g)f(y)dy, p.p. en x E R, WI) 
-CU 

OC f est une fonction telle que, pour presque tout x E R, y H K(x - Y)~(P) définit un 

élément de L1 (R) . 
l] Montrer que toute fonction affine sur R est solution de (EI). 

21 a) Soient F et G deux éléments de L’(R). Montrer que la fonction C,T~ définie pour 
presque tout (2, r/) E R2 par 4(x, y) = F(x - y)G(y) appartient à L1(R2); en déduire que 
l’expression +oO 

F*G(x) = J F(x - dG(d& --ca 
existe pour presque tout x E R et définit un élément F * G de L1 (R). Montrer enfin que 

IIF *G(~L~(R) I IIFIIL~(R)IIGIIL~(R). 

2] b) Montrer que, pour tout < E R, l’on a F+G(<) = F([)G(t). 

31 a) Soient F E L1(R) et G E L2(R). Montrer que l’expression 

J 
+oO 

F*G(x) = F(x - dG(dd~ -cc 
existe pour presque tout x E R et définit un élément F * G de L2(R). Montrer que 

Tournez la page S.V.P. 
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(On pourra chercher à appliquer le résultat de la question II 21 a) aux fonctions IF] et 

lG12>* 
31 b) Montrer que, pour presque tout < E R, l’on a FTG(<) = F([)G(c). Cette relation 
a-t-elle lieu pour tout < E R? 

41 Trouver toutes les solutions de (EI) appartenant à L1 (R). 

5] Trouver toutes les solutions de (EI) appartenant à L2(R). 

III 

On considère dans cette partie le problème suivant 
“Trouver toutes les fonctions f continues sur R+ telles que, pour tout a E RF, 

f(x) = O(ea2) lorsque z -+ +oo et 

f( I=l 

l CO0 
X K(x - Y)f(Y)d~ > pour tout x E R+ .” 

0 
WH) 

Dans toute cette partie, on suppose que le problème (WH) admet au moins une 
solution non identiquement nulle, que l’on note f. On raisonnera dans toute cette partie 
par conditions nécessaires sur f; l’existence d’une telle solution sera vérifiée plus loin 
(partie IV). 

l] a) Pour tout ,0 E R, on définit les fonctions FB, Gp et Kp par 

Fp(x) = eeo”f(x) si x 2 0, Fp(x) = 0 si x < 0, 

s 

+O= 

Go(x) = 0 si x 2 0, G@(x) = -e-@ K(x - zd.f(d& si x < 0, 
0 

Kp(x) = eepZK(x), pour tout z E R* . 

Montrer que Go(x) = O(e-I”l) lorsque x -+ -00. 

l] b) Montrer que, pour tout ,B ~]0,1[, Fo, Gp et Kp E L1(R), et que Fp - Kp * FB = Gp. 

s 

+W 
21 a) Montrer que l’intégrale 4(z) = e -i”“f(x)dx converge pour tout L E Pi et 

définit une fonction holomorphe sur POP 

21 b) Expliciter une relation entre %” et 4, pour tout p ~]0,1[. 

21 c) Montrer que 6’0 se prolonge en une fonction holomorphe sur Pfr (encore notée GO). 

21 d) Montrer que, pour tout z E P?i nP;, l’on a $(z)(l - k(t)) = GO(Z). 

31 a) On pose, pour tout z E S(1) \ {0}, A(z) = T(l - k(z)). Montrer que A se 

prolonge en une fonction holomorphe sans zéros sur S(l), encore notée A dans la suite du 

problème et que, lorsque ]z] -+ +co avec ]Imz] < 1, l’on a IA(z) - l] = O(h). 
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3] b) Déterminer l’image par A de l’axe réel. (On pourra se ramener à étudier le sens de 
variation d’une fonction). 

31 c) Montrer qu’il existe Q ~]0,1[ tel que 

A(~(Q)) c {z E C t.q. Rex > f} . 

On gardera cette valeur de a jusqu’à la jîn de la partie III. 

41 a) Montrer que, pour tout z E C, 

s R+ia In A(t) 
---dt -0, et que 

-Rt-ia In A(t) 

R-e& t - z s -R-h 
=dt+O 

lorsque R --+ +oo. 

4] b) Montrer que les fonctions A+ et A- définies par les formules 

A+(z) = exp 

et 
In A(t) dt 
~ 
t-z 

sont holomorphes sur P?, et PL respectivement. Déterminer les zéros de A+ et A-. 

A+ (4 4] c) Montrer que, pour tout z E S(a), l’on a A(z) = ~ 
A-(z) * 

5] Soit N E N* et soit @ une fonction holomorphe sur C telle que ]@(z)] = o(]z]~+~) 
lorsque 1.~1 + +~CI. Montrer que Q est un polynôme de degré au plus N. 

Soit donc f solution du problème (WH), 4 et Ge étant les fonctions qui lui sont 
associées par les questions III l] a) et III 21 a). 

61 a) Montrer que, pour tout z E P?, fl PL, 

(z + i)Go(Z) ~2444 
A+ (4 = (z - ~)A-(Z) ’ 

61 b) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout z E Pr, l’on ait 

c#+) = C$A-(z). 

(On pourra commencer par montrer que la fonction définie par H(z) = z”+> 
(z - ~)A-(Z) se 

prolonge en une fonction holomorphe sur C telle que ]H(Z>] = O(]Z]) pour ]z] + +oo). 

Tournez la page S.V.P. 
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71 a) Soit f solution du problème (WH) et soit 4 la fonction qui lui est associée par la 
question III 21 a). Montrer que, pour tout /3 ~10, 1[ et tout x > 0 

f( )=/ 
+w-ip 

X 
-ca-ifl 

qf(z)fP” g . 

71 b) Montrer que pour tout cy’ ~10, cy[ 

s +w+ia’ 

e 
-w+ia’ 

izz TA- (z)dz = O(e-a’z) 

lorsque x + +co. 

71 c) Soit C la constante associée à 4 par le III 6] b). Soit a’ ~10, ~y[. Montrer que, pour 
tout x > 0, 

f(x) - C/tm’ia’ eizz~A-(z)~ = C(ax + b) 
-co+ia’ 

où a et b sont des constantes que l’on exprimera en fonction de A- (0) et A’- (0). 

71 d) Soit T ~10, CX[ et C+(O, r) 1 e d emi-cercle orienté négativement centré en l’origine et de 
rayon r inclus dans po’. Montrer que 

A-(O) = exp 

En déduire la valeur numérique de A- (0). 

7] e) Déduire de ce qui précède que le problème (WH) admet au plus une solution f telle 
que f(x) N x lorsque x -+ +oo, ainsi que la formule exprimant f(x). 

On vérijîera dans la partie IV l’existence d’une fonction f vérifiant (WH) et la con- 
dition f(x) N x lorsque x + +oo. 

IV 

Dans la suite du problème, on note B = R+ x ([-1, l] \ { 0)) et on pose 

8 = {U : B -+ R(Vp E [-1, l] \ (0)) u(.,p) E C’(R+) et u E L”(B)}. 

Pour toute fonction u E E, on notera, pour tout x E R+, 

s 1 

< u > (x) = + 4x7 P)dP. 
-1 

Soit enfin h : 10, 1] --+ R appartenant à L”([O, 11). On considère alors le problème 
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“Trouver toutes les fonctions u E & telles que 

64 P> = w 7 0 < p < 1. ” 

Soit u E E solution de (MSa-b). 

11 a) Montrer que l’application 3U définie sur R+ par 

WSb) 

est constante sur R+. (On notera désormais 3U cette constante). 

l] b) On note Ç, l’application définie sur R+ par 

s 1 

xMqx>=f P2U(X7 P)dP. 
-1 

Calculer, pour tout x 2 0, gU(x) en fonction de &(O) et 3U. 

11 c) Montrer que la constante 3U est nulle et que l’application Ç, est constante sur R+. 
(On notera désormais G, cette constante). 

21 a) On note 3-1, l’application définie sur R+ par 

s 1 

x H T&(x) = ; PU(~> I-1J2dl-L. 
-1 

Montrer que l’application A!, est décroissante sur R+. 

21 b) Montrer que l’application (x, /I) t-+ u(x, pu>- < u > (x) définit un élément de L2(B). 

2] c) Montrer que, pour tout z f R+, 

s 
1 7-L(x) = ; PW, PU>- < u > (x>12d/-1. 

-1 

2] d) Montrer que X,(x) -+ 0 lorsque x + +oo. 

2] e) Montrer que 

s 

1 

lb- < u > Il&~ L Cl o h42d~ 7 

où Cl est une constante que l’on précisera. 

31 Montrer que le problème (MSa-b) admet au plus une solution dans I qui soit continue 
sur B. 

Tournez la page S.V.P. 
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41 a) Montrer que, pour tout x 2 0, 

u(x, p) = e-“/p h (p) + sx fdX-Y)~~ ; < u > (y)dy ) 0 < p < 1; (14 
0 

4x7 CL) = 
s 

+oO 
e-(Y-4/lPl L < u > (y)dy ) -lQ<O. P-4 

X IPI 
41 b) Soit v E 1. Montrer que l’application x I-+ < u > (z) est continue sur R+. 
41 c) Montrer que le problème (MSa-b) admet au plus une solution dans E. 

On suppose dans les questions IV 51 a) à c) incluses que h(p) 2 0 pour tout ,u ~10, l]. 

51 a) On définit une suite de fonctions u, : B + R par les relations de récurrence, valables 
pour tout n E N: 

u,+~(x, p) = ëx’p h(p) + 
s 

z ë(x-y)/p L < u, > (y)&, O<cLIl, 
0 CL 

+oO 
Un+l(X,P) = 

s 
ë(y-x)"p' L < u, > (y)dy, 

IPI 
-lQ<O, 

X 

et que l’on initialise en prenant pour uo la fonction nulle. Montrer que, pour tout (z, p) E 
B, 

0 2 ~O(W) 2 w(w) < . . . I wz(w.4 i un+dw) 5 ... 5 llhlb(~o,ll) - 

51 b) Montrer que, lorsque n + +co, u,(x, cl) converge simplement sur B vers u E Lm(B) 
vérifiant les relations (la-b). 
51 c) Montrer que u E & et que u est solution de (MSa-b). 

On abandonne désormais l’hypothèse selon laquelle h(p) 2 0 pour tout p ~]0,1]. 
51 d) Montrer que, pour toute fonction h : 10, l] + R satisfaisant h E L”([O, l]), le problème 
(MSa-b) admet une unique solution u appartenant à &. 

6] a) Déterminer les fonctions g : [-1, l] + R appartenant à L”O([-l,l]) et telles que la 
fonction 2, : (x, p) I+ x + g(p) vérifie 

2& P> + 4x7 P>- < u > b-9 = 0 7 x>o, O<]/!L]<l. 

61 b) Montrer qu’il existe une unique fonction w : B + R solution du problème suivant: 

dW 
CL-(x, P) + w(x, II>- < w > (4 = 0 7 

dX 
x>o, o+/g; 

w(W = 0, O</L<l. cw 
l’application (x, p) ++ w(x, II) - x définit un élément de & . (24 

61 c) Calculer, pour tout x E R+, l’intégrale f J:r ,uw(x, ,x)~,LL. 

71 a) Soit w la fonction définie au IV 61 b). Montrer que l’application x I-+< w > (x) est 
l’unique solution du problème (WH) qui satisfasse en outre la condition < w > (x) - x 
lorsque x -+ +co. 

71 b) Calculer, à l’aide de la fonction A du III, ~(0, --CL) pour tout p ~]0,1]. Dans toute 
la suite, on notera W(p) cette quantité. 
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V 

Soit h : 30, l] + R appartenant à J~~([O, l]), e soit u la solution du problème (MSa-b). t 

1] Montrer que, pour tout y E [O,l[ 

où C2 est une constante que l’on déterminera. 

21 a) Soit 1 = 3 < p2u >. Montrer que, pour tout z > 0, 

où Cs est une constante que l’on déterminera. 

21 b) Montrer que, pour tout y E [0, 11, 

+m 1 
s s WY P> - II 2e27xdxdp 5 

0 -1 

où C4 est une constante que l’on déterminera. 

31 Exprimer Z en fonction de W et de h. (On pourra considérer la fonction 

s 

1 

XH /-4x7 -/44x, P)dP 
-1 

où w la solution du problème (2a-c) introduit au IV 61 b).) 

FIN 


