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Définitions et notations 
On notera pour k E N, Ck l’ensemble des fonctions k fois dérivables de R 

dans (C, et CF l’ensemble des fonctions k fois dérivables à support compact cle 

Pour p 2 1 et n E N, on définit LP(Rn) = { f  : R” -+ C, inesurable telle que 
II,fIIIp = JRn IflP(z)dz < +a} et l’ensemble P(Iw?’) des classes d’équivalence 
de par la relation R, où f R g  si et seulement si f ( x )  = .c/(n:) pour 
presque tout x pour la mesure de Lebesgue. 

On désigne par E l’ensemble des combinaisons linéaires finies de fonctions 
ca . ractérist - -  iques d’intervalles bornés. 

L’espace L2 = L2(R)  est muni du produit scalaire ( ~ l u )  = JR o , ( . c ) ü ( . ~ ) d . ~ ~  

et I I  u ~ ~ L L  = ( u ,  u ) ~ .  On admet que pour k. E N, L1 (IR) = pour la iioriw 
(I. l lLl.  (Pour un ensemble A, Z désigne l’adhérence de A) .  

Les parties III, IV sont indépendantes l’une de l’autre. On pourra admet- 
tre le résultat d’une question dans les suivantes en indiquant précisement ce 
qui est admis. 

dans C. 

x___-____ - - - - . - - -- - __ - - _- 

1 

Partie 1 
1) Démontrer que 

a) L’ = 77’ 
b) L~ = pour IC E N. 

2) On définit pour u E E ,  Vx E IW , U(x) = S, e-2in2Y U(;Y)d;Y-  

a) Démontrer que pour Q! E Et, l’intégrale I ( a )  = JR dz existe et, $ 
que I ( a )  = T ( Q ~ .  

b) Démontrer que V ( u , u )  E E2,  (UlG)  = (u lu ) .  

3) Conclure qu’il existe une application O : 

L2 + L2’ 

4) a) Montrer que Vu E L2 n L1. il existe une suite (un) E E et U E L1 telle 
que, lorsque n tend vers l’infini, 
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un + u dans L2, un + u, dans LI, 
I U , ( : G ) ~  5 lU(x)l. et pour presque tout x ,  pour n E N, 

II) Montrer que Vu E L2 n L1 , 

pour presque tout z. 
Ainsi si 21, E L2 n L1, la fonctioii 

est un représentant noté désormais û de O(u) E L2.  
c) Démontrer que pour u f E ,  ;(x) = u(-x)  pour presque tout x .  On 

pourra dériver fn(x) = J_nn e-2ilrx% ( y ) d y  où u est la fonction caractéristique 
d'un intervalle [a,  b] ,  et étudier limn++oo(fn(zl) - f n ( ~ 2 ) ) .  

En déduire que pour u E L2, G(x) = u(-x)  pour presque tout x. On 
pourra. utiliser la question 1.1 a). 

Partie II 
1) a) Pour uo E L2, démontrer qu'il existe une fonction u( t )  E L2 définie 
pour tout t E IR : x + u ( t , z )  telle que '-dy E IR, 

On notera u(t ,  2) = u( t ) (y )  pour tout ( t ,  3;) E  IR^. 
11) Démontrer que J = JR+ e-Zx2dx existe et ca.lculer sa valeur. On utilisera 

pour cela, l'application h : x + e-'- de C dans C, et le théorème des residus 
> 

aprks l'avoir énoncé. On rappelle que JR+ëX2dz  = & . 
c) Montrer que si uo E C,"(R), alors uo E L2 n L1 et 60 E L2 n LI. 
d) Démontrer que pour tout u0 E L2 n L1 et t E R*, 
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1 
pour presque tout z E B et pour une définition (47rit)T que l’on précisera.. 
De même que précédemment on supposera à partir de maintenant3 la. rela.tion 
(3) vra.ie pour tout 2. 

Da.ns la suite du problème, on dira. qu’une fonction 

B2 -+ cc, 
( t J )  -+ ‘ ( L ( t , X ) ,  

est, solution de (s) sur B si et  seulement s’il existe uo E L~ tel que pour t E R. 
u.(t) : 3: + u(t, z) vérifie les relations (I) ,  (2) du 11.1 a). On notera. que si 
uo E L’ n L1 alors pour ( t ,  z) E B* x IW: u(t, z) vérifie la relation (3). 

On dira que uo est la donnée initiale de la solution u(t) .  On considhre, 
dans la, suite de la partie II, une solution u(t ,  z) de ( S )  sur R. 

2) Calculer Ilu(t)llp pour t E B. En déduire-que pour une donnée initkle 
7LO f L2, il existe une unique solution sur B de ( S )  de donnée initiale uo. 

3) Exprimer la solution v ( t ,  z) sur IW de l’équation ( S )  avec pour donn6e 
initiale Vo(z) en fonction de u(t ,z)  da.ns les cas suivants: 

i) &(z) = uo(z - zo) pour xo E R, 
ii) Vo(z) = X ~ ~ u O ( X 0 z )  pour Xo E R+. 

1 

4) a,) Pour c E B, montrer que v ( t ,  z) = eicz-ic~t u ( t , x  - czt) est solution sur 
&t de l’équation ( S ) ,  où c1 et c2 sont des éléments de IW à. cl4finir en fonction 
de c. Exprimer dans ce cas v(0,z)  en fonction de uo(z). 

b) Montrer que l’équation ( S )  admet une solution sur IW vérifiant pour tout, 
t E R* la relation v ( t , x )  = ‘w e+i% E (+, r> pour une condition initia.le 
uo(x) = v(0,z)  qui sera exprimée B l’aide de Co. On commencera par écrire 
pour 7LO E ~2 n L I ,  E (i, r> en utilisant la formule (3) .  

2 

Partie III 
Le but de cette section est de démontrer que si u(t, z) est solution de (S) 

sur B, alors u( t , z )  E L (B ) et il existe une constante universelle C(S) telle 
que 

6 2  
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Dans cette partie, u(t ,  2) désigne une solution de (S) sur R et  IL^ sa donn6e 
in i t i al e . 

1) Donner un exemple explicite d'une fonction définie sur IRiL 

telle que 
f E c'(IR2), f E L6(R2),  

~t E R, f ( t ,  .> E L ~ ( R )  et S, f ( t ,  2)2dz = s, f ( 0 ,  z)2ds. 

On suppose dans les questions 2),  3), 4) que Go E CCo@). 

2) DCtmontrer que : 

3) DCtinontrer qu'il existe une constante C1 independante de r u ,  telle que 

On utilisera sans le démontrer le résultat suivant: si une fonction H E 
- L 2 ( ~ 2 )  n on définit 

et si H E L + ( R ~ )  alors fi E ~ 3 ( ~ 2 )  et il existe une constante universelle c2 
telle que 

4) En conclure que si u( t , z )  est solution de (S) sur R (toujours avec t i o  E 
c~"(IR)), dor s  u(t, z) E L ~ ( R ~ )  et il existe une constante universelle C(S) ttelle 
que : 
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Iu(t, x)I6dxdt 5 C ( S ) { /  Iuo12dx}3. 
l . 2  R 

On utilisera sans le démontrer le fait suivant: pour une fonction w E 
L 2 ( ~ ) ,  il existe une constante universelle C3 telle que 

5) On admet que le resultat de la question 111.4 s'&end au cas oii 'uo E L2.  

dam la question 1.4 b), obtient-on une estimation différente pour 
En appliquant l'estimation obtenue dans 111.4 à la fonction r u  ( t ,  :c) cldfiiiic. 

Partie IV 
1) a) On suppose que uo E C,'(IR). Démontrer que si u( t ,  x )  désigne la solut,ioii 
de (S) sur R associée à la donnée initiale I L O ,  on a les propriétés suiva,ntes : 

u E C1(IR* x R), vt E R*, u(t)  E C2(R), 

d 2 U  du 
d t  8x2 ' 

-- et Y ( t , x )  E R* x R, i- = 

où u( t )  : x + u( t , x ) .  
b) Montrer que limt,ou(t) existe dans L2 et donner cette limite. 

Par extension dans la suite du problème, on dira que pour T > O une 
fonction 

[O,T] x R + @, 
( t ,  x )  --+ U ( t ,  4, 

est solution sur [O,T] de ( N )  si et seulement si 

u E C'([O,T] x R), vt E [O,T], u( t )  E C"R) n L2(R), 

d2 U du 
d t  8x2 1 ~ 1 ~ 7 ~ ~  -- - et V ( t , x )  E [O,T] x IR, i- = 
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oii. pour t E [O, T ]  , u(t)  désigne l’application 

R + C  
x -+ u( t , x ) .  

La fonction définie pour x E IR par la. relation uo(z) = .cs(O,n:) est par 
tlkfinition dam ce cas la donnée initiaale de la. solution u(t). On a.dmet quo 
pour tout T > O et uo E C2@) n L2(R)  donnés, toute solution de (AT) sur 
[O.Tl associée A uo si elle existe, est unique. 

2) Exhiber une fonction explicite a valeurs réelles Q E c’(IR) telle que 

Q # O ,  Q E L2(R), Vx E R,Q” + Q‘ = Q ,  
où Q” d$signe la dérivée seconde de Q. On cherchera Q(:c)  sous la f o ~ n i t ~  

( C h  (PT))-‘ 

3) Dhmontrer que la fonction définie pour ( t ,  z) E R2 par 

où a ,  p, y sont des constantes réelles à déterminer. a 

P ( t , x )  = eitQ(z) 

est une solution de (N) sur R. 

4) Soit T > O, on définit la fonction S ( t , x )  pour ( t , x )  E [O,T[XR par la 
relation suivante 

1 e - m t i & Q (  i ) 
S( t ,X)  = (T - t) ’ /2 t - T  * 

a) Démontrer que S est une solution de (N) sur [O,T[. 
11) Pour x E R fixé, la fonction S( t ,  x) admet-elle une limite finie quand t 

tend vers T? 

,5 )  Démontrer qu’il existe uo E C2(R) n L2(R) telle que (N) n’a.dmette pas de 
solution sur R ayant uo pour donnée initiale. 

6) a) Pour T > O et X > O, démontrer que si u( t , x )  est une solution de (AT) 
sur [O, TI, alors X$u(X2t, Xz) est une solution de (N) sur [O, $ 1 .  

11) On dira, que, la solution P ( t , z )  est stable dans L2 si et, seulemeiit, si 
> O, 36 > O, vuo E ~ ~ ( 1 ~ s )  nL2(R), tel que S, ~ P ( o ,  z) - uo(x)12dx 5 6, alors 

il esiste une solution de (N) sur R, u,(t,z) de donnée initiale uo. telle que, 

V t  E R, s, IP(t, x) - u(t ,  z)I2d:c 5 E .  

D h o n t r e r  que la, solution P ( t , x )  n’est pas stable clans L2 


