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Notations et Objectifs 

Le but du problème est d’étudier, dans certains cas particuliers, les possibilités d’extension 
d’applications linéaires continues définies sur un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel 
n orm é. 

Tous les espaces vectoriels normés considérés ont pour corps de base le corps R des nombres 
réels. 

On note 1,M et 1; l’espace vectoriel R n  muni respectivement des normes définies, pour un 

vecteur z = ( z l ,  t 2 r . .  . z n ) ,  par llzlloo = max lztl et 11z112 = Jm. 
Soit E un espace vectoriel muni d’une norme II 11. On note BE = {z E E, 11z11 \< 1) la boule 

unité de E. 
Si E et F sont des espaces vectoriels normés, on note L ( E ,  F) l’espace des applications 

linéaires continues de E dans F, muni de la norme usuelle (IuII = S U ~ { ~ ) U ( ~ ) ~ / F , Z  E B E } .  On 
désigne par E‘ l’espace L ( E ,  R) des formes linéaires continues sur El et par E” l’espace (E‘)’. 

Si une application linéaire x’ de E dans F vérifie, pour tout élément z de E l  Ilx(z)ll~ = 1 1 ~ 1 1 ~ ~  
on dit que x réalise un plongement de E.dans F .  Si x est, en outre, bijective, on dit que x est 
une isométrie, et que E est isornétrique à F .  

Soient F un  espace vectoriel, E et El des sous-espaces vectorieb supplémentaires de F .  
On rappelle que le projecteur p = P E , E ,  de F sur E ,  parallèlement à E l ,  est l’unique 
endomorphisme de F tel que, pour tout z E E l  on ait p ( z )  = t et, pour tout z E E l ,  
on ait p ( x )  = O .  L’a symétrie s = S E , E ]  par rapport à El parallèlement à El ,  est l’unique 
endomorphisme de F tel que, pour tout z E E l  on ait s(t) = t et, pour tout z E 81, on ait 
~ ( z )  = -z. Dans ces conditions, s et p sont liés par la relation s = 2 p  - I d F ,  OÙ I d F  désigne 
l’application identique de F. On rappelle q u ’ u n  endomorphisme p de F est un projecteur si, et 
seulement si, p o p  = p ,  et qu’un endomorphisme s de F est une symétrie si, et seulement si, 
s O S = I d F .  

1 <t(n  
l ( t ( n  

E. étant un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel n o m é  F ,  on pose 

~ ( E I  F) = gf IIPE.EI II et  o ( E ,  F) = in f  I IS€,El  1 1 1  
EI 

les bornes inférieures portant sur tous les sous-espaces vectoriels El , supplémentaires de E dans 
F ,  tels que P E , E ]  soit continu. S’il n’existe pas de projecteur continu de F sur  El on écrit 
n ( E ,  F )  = +w et o(E, F) = $00. 

Soit X un  réel supérieur ou égal à 1. On dit qu’un espace vectoriel normé E est de type 9px 
si, pour tout espace vectoriel normé H, pour tout sous-espace vectoriel G de H ,  et pour toute 
application linéaire continue u de G dans El il existe un prolongement continu v de u à H tel 
que 1 1 0 1 1  < XIIull. On note alorsw(E) la borne inférieure de l’ensemble des réels X tels que E soit 
de type $PA. Si E n’est de type 9’px pour aucune valeur de A, on pose w ( E )  = +oc 

On admet la forme suivante du Théorème de Hahn-Banach : Soit G u n  sous-espace 
vectoriel de l’espace vectoriel normé H ; pour toute forme linéaire continue t* de G‘, il existe 
un prolongement y* appartenant à H‘, de même norme que t*, c’est-à-dire tel que lly*ll = 11z*11 
et y* lc  = z*. Il revient au même de dire que R est de type !Pl. 

La partie I étudje des exemples. 
La partie II est consacrée à des résultats préliminaires 
La partie III établ:’:, pour certains sous-espaces vectoriels E de 1:’ une minoration de 

Dans la partie IV on démontre le théorème de John, qui entraîne une majoration générale 

Les parties III et I V  sont, dans une large mesure, indépendantes. 

(Er F).  

de T(E, F )  en fonction de dim F .  
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Partie 1 : Étude d’exemples 

A. Cas des espaces euclidiens 

Soit n u n  entier strictement positif. Dans cette question et la suivante, F désigne u n  espace 
euclidien de dimension n. 

1 O )  Établir que F est isométrique à 1;. 

2 O )  a) Soient E et El des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F, et p le projecteur 
su r  E parallèlement à El. On suppose E # {O}. Montrer que I’égalité llpll = 1 est vraie si, et 
seulement si, E et El sont.orthogonaux. 

b) En déduire que Ilégalité r ( E , F )  = 1 est vraie pour tout sous-espace vectoriel non nul 
E de F .  

B. Exemples dans 1: 

Dans la suite de cette partie, on note e = (21, e 2 , .  . . , e n )  la base canonique de R”. 

3 O )  Soit u u n  endomorphisme de l:, représenté par la matrice A = ( a i j )  dans la base e. Établir 
que la norme de u est donnée par la formule : 

i 
n 

4 O )  Dans cette question n = 3. On considère le plan H d’équation 31 + 3 2  + 2 3  = O dans la 
base e. Pour t E W, on pose y(t) = Il - tl + 2lt l .  

a) Soient 01,  02 et a3 trois réels liés par la relation a1 +a2 +a3 = 1, D la droite dirigée par 
le vecteur ale l  + a 2 e 2  + a 3 e 3 .  Donner la matrice du projecteur ~ H , D  dans la base e et vérifier 

b) Montrer que la fonction y est convexe. En déduire que JI~H,DII 2 4/3. Étudier le cas 

Calculer r (H, l?). 

c) Calculer de même o ( H ,  l?). 

que IlpH,D/I = m a ~ ( ~ ( ~ l ) ,  q ( Q 2 ) ,  p ( a 3 ) ) .  

d’égali té. 

5 O )  On suppose à présent n 2 3. Soit H ,  I’hyperplan de 1,“ d’équation 2 1  + 5 2  +. - .+ t n  = O 
dans la base e .  En s’inspirant de la méthode de la question précédente, calculer 7 r ( H , , l r )  et 
o(Hn, CO). 
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P a r t i e  II : Conséquences du théorème de Hahn-Banach  

A. Encadrements de n(€, F )  et de a(€, F )  

1 O )  Soient E u n  espace vectoriel normé de dimension finie n, e t  1L une forme n-linéaire alternée, 
non nulle, sur E .  

a) Montrer que 11 atteint u n  maximum sur  BE)^. 
b) Soit e = ( e l ,  e2, . . . , en) E   BE)^ tel que $(e) soit maximum. Vérifier que e est libre et  

que les vecteurs e l ,  1 < i ,< n, sont de norme 1. 
On définit la base duale e* = (e;,e;, . ..,e:) de la base e, par les relations e : (eJ )  = 6,J ,  

1 Q i , j  Q n ; (JIJ = 1 si i = 1, 6,, = O si i # j). Montrer que les vecteurs e:, 1 Q i Q n, sont de 
norme 1. 

c) Établir que E est de type gn. 

2 O )  a) Soient E u n  espace vectoriel normé non réduit à {O} et 2 u n  élément de E.  Montrer 
qu’il existe u n  élément z-  de BEI tel que z’(z) = 1 1 ~ 1 1 .  

b) En déduire que l’application canonique x de E dans E” définie par la relation 
x(z)(z*) = z’(z) est u n  plongement. 

c) Soient E et F des espaces vectoriels normes, et  u une application linéaire continue de 
E dans F .  On définit sur F‘ l’application transposée ‘ u  de u ,  par ‘u(y*) = y’ O u pour tout y’ 
de F’. Montrer que t u  E L(F’ ,E‘)  et que llfull = l/uII. 

3 O )  Soient F u n  espace vectoriel normé de dimension finie, et  E u n  sous-espace vectoriel de F.  
On note E L  l’ensemble des Cléments de F’ dont le noyau contient E .  

a) Prouver que l’application s ct -‘s établit une bijection entre les symétries de F par 
rapport à E et les symétries de F’ par rapport à EL. 

b) En déduire les inégalités suivantes : 

4 

T ( € ,  F )  - 1 < “(EL, F’) < ” ( E ,  F) + 1. 

c) Montrer que si € est u n  hyperplan de F les inégalités a(€, F )  < 3 et n ( E ,  F )  < 2 sont 
vérifiées. Peut-on améliorer ces inégalités ? 

B. É t u d e d e w  

4 O )  Soit E u n  sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel normé F .  On suppose E de type !PA. 
Établir l’inégalité r ( € ,  F )  Q A. 

5 O )  a) Soit n u n  entier naturel. Prouver que l? est de type !P1. 
b) Plus généralement, soit X u n  ensemble non vide. Montrer que l’espace vectoriel !B(X, R) 

des applications bornées de X dans W, m u n i  de la norme de la convergence uniforme, définie par 
I l m a  = SUP If(z)l, est de type 91. 

r E X  

c) En déduire que tout espace vectoriel norme peut être plongé dans u n  espace vectoriel 
normé de type !P1 (on pourra appliquer ce qui précède pour X = B E I ) .  

6 O )  Soient E u n  espace vectoriel normé, p u n  nombre réel. Prouver 1’équivalence des propositions 
( i )  et  ( i i )  suivantes : 

F tels ( i )  

( i i )  w (E)  = p.  

Il existe u n  espace vectoriel normé F de type 91, et u n  plongerne@ x ; E 
que r ( x ( E ) , F )  = P .  
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Par t i e  III : Les minorations de Sobczyk 

1 O )  Soit F u n  R-espace vectoriel. 
a) Soient p et q des endomorphismes a priori quelconques de F .  Montrer qu'une condition 

nécessaire et suffisante pour que p et q soient des projecteurs su r  un  même sous-espace vectoriel 
E de F est qu'ils vérifient les relations p O q = q et q o p  = p .  

b) Soient s une symétrie de F par rapport a u n  sous-espace vectoriel E de FI et u u n  
endomorphisme de F. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que s' = s + u soit 
une symétrie par rapport à E est que s et u vérifient les relations s O u = u et u O s = -u .  

Si de plus F est de dimension finie, montrer que, dans ces conditions, la trace de u est nulle. 

2 O)  Soit n u n  entier strictement positif; on désigne par In la matrice unité d'ordre n et par 
X(n) l'ensemble des matrices carrées A d'ordre n, symétriques, dont tous les coefficients sont 
égaux a i l ,  et qui vérifient la relation AZ = nZn (matrices de Hadamard symétriques ; on verra 
plus loin que X ( n )  est non vide pour une infinité de valeurs de n). 

Soient n tel que X(n) # 0, A = ( a t J )  u n  élément de X ( n ) ,  s l'endomorphisme de lr 
représenté par la matrice - A  dans la base canonique de R". 1 

f i  
a) Vérifier que s est une symétrie de 1," par rapport à u n  sous-espace vectoriel EA de 1,". 

On note ( s I J )  sa matrice dans la base canonique. 
Soit u u n  endomorphisme de 1," tel que s + u  soit également une symétrie par rapport à EA. 

On note ( u t J )  la matrice de u dans la base canonique. Montrer que, pour tout entier i E [ l , n ] ,  
les relations suivytes sont vérifiées : 

f i -  1 
b) Etablir les inégalités a(EA,l,") 2 f i  et r(EA,l,") 2 n. 

L 

3 O )  On pose A o = ( l ) ,  et on définit une suite de matrices (Ak)  par la relation de récurrence 
suivante : 

(la matrice Ak+1 est donc ainsi définie par blocs). Prouver que Ak est u n  dément de x(2k) pour 
tout k. Quelle est la dimension de l'espace E A ~  associé B Ak ? 

4 O )  a) Soit E u n  sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel normé F. Établir que, si 
r ( E , F )  < 00, alors E est fermé dans F. 

b) Soit F = lm = %(NI W) l'espace vectoriel des suites bornées de nombres réels, muni de 
la norme Il(an)lloo = sup lan[. Pour tout entier naturel k ,  on note ,Fk le sous-espace vectoriel de 

F défini par les relations suivantes : 
n>O 

k k + l  Fk = { ( a n )  E F, Vn $ [2 , 2  [, an = O } .  

Construire une suite (Ek)  de sous-espaces vectoriels de F telle que, pour tout k, on ait 

Soit E l'adhérence dans F de la somme @ Ek. Établir les kgalités w ( E , F )  = +m et 
Ek c Fk, et telle que X(Ek, Fk) -++CO. 

k ) O  

w ( E )  = +m. 
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Partie IV : Le théorème de John 

Dans cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal à 2. On note Q (respective- 
ment Q+) I'espace vectoriel des formes quadratiques (respectivement l'ensemble des formes 
quadratiques définies positives) sur R". On appelle ellipsoïde toute partie de R" de la forme 
&q = {z E R",q(z) < 1}, O Ù  q E Q+. ' 

Si f est une fonction mesurable et positive sur R", et A une partie mesurable de R", on note 
J f (z )  d z  (respectivement SA f(s) d z )  l'intégrale de Lebesgue de f (respectivement l'intégrale 
de f sur la partie A ) .  En particulier u ( A )  = SA d x désigne le volume de A .  

Dans la sous-partie A on étabfit le théorème de John : Pour toute norme N sur 
R", l'ensemble { q  E Q+,q < N2}  possède un unique élément q.v tel que le volume u(gq,,.) de 
l'ellipsoïde associé soit minimum ; de plus q N  vérifie l'inégalité N Z  < nqN. 

La sous-partie B est consacrée à des applications. 

A. Preuve du théorème 

Soit N une norme s u r  R". 

1 O )  a) Soit q E Q ; montrer que l'application z c) e-P(l)  est intégrable si, et seulement si, 
q E Q+. On note I ( q )  = Je-q(=)dz (par suite, I ( q )  vaut +oo lorsque q n'est pas élément de 
Q+). 

b) Soit q E Q+ ; établir la relation suivante : 

(on pourra par exemple calculer l'intégrale double j-Sc e-L d x d t ,  étendue à l'ensemble 
c = ((2, t )  E IR" x R, t 2 q ( z ) } ) .  

c )  Établir que Z définit une application continue de Q (muni  de sa topologie usuelle d'espace 
vectoriel de dimension finie sur R )  dans (muni de sa topologie usuelle). 

2 O )  On se propose dans cette question d'établir l'existence et l'unicité de QN 

a) Montrer que la partie K de Q définie par Ilégalité suivante : 

est u n e  partie convexe et compacte de Q. Vérifier que K n Q+ n'est pas vide. 

b) Prouver l'existence de QN E K n Q+ tel que I ( q N )  = min {I(q), q E K}. 
c )  Soit q E K n Q+ telle que Z ( q )  = I ( q N ) .  Montrer que q = q N .  (On pourra utiliser 

l'inégalité de  Cauchy-Schwarz pour- majorer Z ( q  - + * q N )  1. 

3 O )  Le but de cette question est d'établir l'inégalité suivante, valable pour tout x de R" : 

N'(z) < nqN(z).  

a) Établir l'existence d'un élément a de R" vérifiant les relations : 

qrv(a) = 1 et N(a) = max{N(z), q N ( 3 )  = 1). 
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Dans la suite de cette question, on munit R" de la structure euclidienne associée à q N .  
On note H l'hyperplan orthogonal i a, 7ia le projecteur orthogonal sur la droite R.a et KH le 
projecteur orthogonal sur H .  

b) Soit y E H l  montrer que l'application p de R dans R définie par p(t) = N ( u  + ty) est 
convexe, e t  vérifie, pour tout nombre réel t ,  l'inégalité : 

P(t> < lv.(a)Jl-. 
En déduire que ~ ( t )  présente un minimum pour t = O ,  puis établir la relation, valable pour 

tout Clément I de IR;" : 

N(Ta( r ) )  < h ' ( z ) .  

c) Soient E et  b deux réels strictement compris entre O e t  1. On pose 

q ( 5 )  = (1 + E)qh'(To(f)) + (1 - 6 ) q N ( T H ( z ) ) .  

Vérifier que l'on définit ainsi u n  élément q de  Q+, et  établir les relations suivantes : 

I ( q )  = (1 + €)-l 'y1 - q - ( * - 1 ) ' 2 1  (q: v ), et 

d )  Montrer que l'hypothèse iV?(u) > n entraîne l'existence d'un couple ( E ,  6) tel que q E K 
et I ( q )  <. J ( q , y ) .  Conclure. 

4 0) ,\iajoration b e  U ( E ,  F )  et de T ( E ,  F I .  
Soit F u n  espace vectoriel normé de dimension finie n. Montrer que pour tout sous-espace 

. Comparer ces majorations aux vectoriel E de F on a a ( E . F )  6 fi et  r ( E , F )  < - 
minorations obtenues au I I I .  

fi+ 1 
2 

B. Compléments 

5 O) Expliciter la forme quadratique q N  lorsque N = II Iloo. Établir que, si C est u n  nombre réel 
strictement inférieur à R ,  l'inégalité q 6 1 )  II', < Cq n'est vérifiée par aucun Clément q de Q+. 
(On pourra, par exemple, considérer, pour q E Q+, l'expression 

c q(Ele1 + ~ 2 e 2  + . * * + ~ , , e , , ) ,  
( c ,  , C Z .  ..., c n ) € {  -1 , l } n  

où ( e l ,  ez, . .  . , en) désigne la base canonique de R"). 

6 O )  Sous-groupes compacts de GL(W"). 
Soit G u n  sous-groupe compact de GL(R"). 
a) Montrer que, pour tout g E G, ldet(g)l = 1. 
b) On pose, pour z E R", N ( z )  = sup(llg(z)lloo). Établir que N est une norme sur R", e t  

g€G 
que G est contenu dans le groupe orthogonal de q N .  

7 O )  .Autre formulation d u  théorèrrîe de John. 
Étabiir la forme suivante du théorème de John : 
Soit II I I  une norme su r  R", B = {z E R", llzll C 1) la boule unité assqciée. Alors B contient 

u n  unique ellipsoïde G de volume maximum, et  cet ellipsoïde vérifie les relations' : G c B c Jfi &. 


