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SESSION DE 1989  COMPOSITION D’ANALYSE g

Calculatrice électronique de poche — y compris calculatrice programmable et alphanumérique — G fonc-
tionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément d la circulaire n® 86-228 du 28 juillet 1956.

1l sera tenu compte du soin apporté d la rédaction et de la clarié des solutions.
PREAMBULE

On rappelle les deux propriétés suivantes, qui pourront étre utilisées sans démonstration :

1. Si Q estun ouvert de 'ensemble € des nombres compiexes et (f,) une suite d’applications holomorphes
de Q dans C, convergeant vers une application f de Q dans C, uniformément sur tout compact inclus
dans Q, alorsI'application f est holomorphe dans Q .

2. Si (u,,), ((p, q) € N?), estune suite double de nombres complexes telle que 3 ( > u,, ]) est fini,
p=0\ ¢=U

alors les deux sommes Z( > u,,_,,) et Z( 3 uM) sont définies et égales.

p=0\ g=0 q=0\ p=4{
On rappelle aussi la définition de la limite supérieure d’une suite (1,) de nombres réels :
lim sup (u,) = lim (sup {u,|k > n})  (SémentdeR).

ne o n—~w

On signale que In(x) désigne le logarithme népériende x.’

Avertissement. | eg informations placées entre ™ .. g concernent la totalité du probléme ou tout un groupe de
questions.

% On appelle série de Dirichlet, toute séric de fonctions de la variable complexe z de la forme

S a,e ™, ol (a,),», estune suite complexe quelconque, et (A,),,, une suite de nombres réels
ndl
positifs strictement croissante et non majorée. ®

1. ABSCISSE DE CONVERGENCE

_ Cette premigre partie est consacrée a I'étude de quelques propriétés générales de convergence, itlustrées
par divers exemples et contre-exemples.

I (= 1)
5L s L

1.1.a. Déterminer pour chacune des deux séries : T :
w1 n?‘l n X

d’une part la borne inférieure o, de Pensemble des réels x pour lesquels la série converge, d'autre part
la borne inférieure 6, de I'ensemble des réels x pour lesquels elle converge absolument.

8 De fagon générale, pour une série de Dirichlet 3° a,e"** on définit I'abscisse de convergence o,
et I'abscisse de convergence absolue o,: a3

o.=inf{xER| Y a,e M converge }, o, = inf{xER| Y |a,|e ™+ converge }
na»l na1

g, et o, étant définis dans R avec les conventions habituellcs. =

b. Dans cette question 1.1.b. seulement, on envisage le cas particulier A, =In(n), c’est-a-dire a,+- e 2 = L

n-

Montrer dans ce cas l'inégalité 6, € o, € o, + 1, et donner un exemple pour chacun des deux cas
extremes 0, =o.¢eto,=o .+ 1.

® Pour ¢ dans ] o, g [ et x, réel, on désignera par Sx,(¢) I'ensemble des nombres complexes z de

laforme x, + r-e®avecr>0et |60|< . =
Tournez la page S. V. P.
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1.2. Soit f une application continue de [0, + <o dans C. On suppose que pour un x, réel donné, I'intégrale

L3.

14.

LS.

o
impropre (2)-e~ "% d¢ est convergente. On fixe dans |0, | . Montrer, en introduisant une
o 8 P >

1}
fonction F, (1) = J flu)-e "+ du, et en utilisant une intégration par parties, que lorsque B tend vers
A

linfini, r fle): e~frdy converge uniformément par rapporta z dans 'ensemble Sx, (¢).
[t} N

@ Pour les questions 1.3. et 1.4, on définit une application u de variable réelle ¢ par:

ui)=1¢ pour ¢ dans [0,.1];
p{?) =2 — ¢ pour ¢ dans [1,2};

ult)=0 pour 7 dans - ©,0[U]2,+x[. =

On fixe x, réelet ¢ dans ] 0, g [ On suppose donné A dans ]0, + oo,

Montrer qua tout réel € > O, on peut associer un réel @ > 0 tel que l'inégalité [e™ — e | < € soit
vérifiée pour tous z dans Sx,(¢) et ¢ dans [A, A + 2a].

En déduire :

- g

On conserve x, et @ commeaul.3.Soit Y a, e "M une série de Dirichlet.

n»i

Construire une fonction f continue sur [0, + <[ delaforme:

flo=13% Eﬁ-p (t;—)‘") avec 0<aqa,<

n=| a, n

de fagon que la série de fonctions de terme général :

© (s
u, (z) = L 'f('l’)'e"Z dt — a,e M

soit normalement convergente dans Sx,(¢).

oM — J'Wl.u <t— K).e-ltdtl € & pour zdans Sx(®)-
a /.

En déduire que si la série de Dirichlet converge en x,,, elle converge uniformément dans Sx, (¢ ) .

Monitrer qu'elle converge alors dans le demi-plan: Re(z) > o;.

®m Laquestion L5. généralise I'étude du L.1.5. EHe n’est pas utilisée dans la suite du probléeme. =

Soit ¥ a,e st

a.

nzl

une série de Dirichlet d’abscisse de convergence o, finie.

Dans cette question 1.5.a., on suppose qu'il existe un réel k > 0 etunentier n, telsque A, 2 k-in(n)

pour tout entier n 2 n,.

P . P - . .. - !
Démontrer que si la série a,e ** converge pourun x réel, alors la série a, ¢ % converge
n " b

n31

nzl

absolument pour tout x’ delaforme x" = x + 1 * & 5i « estun réel donné strictement positif.
k

A

H— o "

des deux séries :

(=" o) et _Azn" e

w3 N >3 f" + (= 1)
démontrer qu’est possible chacune des deux situations suivantes :
i. o.=—© et 0g,=+ o,

ji. -0 <g,<0,<0,+b< + o,

~zln{n)

. . .. . In(n
. Démontrer que si b désigne  lim sup (—-(—)) ,alorso, € 0, € g, + b.

. En déterminant I'abscisse de convergence o, et I'abscisse de convergence absolue o, pour chacune
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II. TuéoriME pE CRAMER

Le but de cette deuxieme partie est d'établir quelques résultats utilisés dans la suite.

® Dans toute la partic II, (c,), n € N, est une suite complexe et & un réel strictement positif. On suppose
que :

i. Lasérieentiere 5 c,z" aunrayon de convergence infini;
rd']

ii. Sasomme ® (z) vérifie:
pourtout k; > k,ilexiste Atelque | z| > A implique [®(z)] < eh¢ =

IL.1. Lemme de Lindelof :
a. Onpose m(r) = sup (J®(z)|), pour tout r2 0. Montrer, en utilisant au besoin la fonction

[E4%-X4

périodique ¢ — & (r- e}, que | c,|r" € m(r) pourtout n.

b. Pour a > 0 et n entier > 0, trouver le minimum de la fonction r+— r~"+e%, quand r décrit

]0, + o], .

. . k, + k ky . N
Soit k, > k; démontrer, en posant par exemple a = 2+ Que |eat € o dés que Pentier n
est assez grand. :

(On pourra utiliser la formule de Stirling: n! ~ [2an-n"-e™, quand n — o )

s Dans la suite du 11, on considére une série de Dirichlet " a,e” Mz d'abscisse de convergence

.. td)
g, < + = et,pour Re(z) > o, ondésigne par f(z) sa somme. ®

I1.2. Dans cette question 11.2. seulement, on suppose de plus que cette séric de Dirichlet a une abscisse de
convergence absolue o, finie.

Montrer qu'alors la série de Dirichlet 3 P (A,)* a,- e M2 aune abscisse de convergence absolue g,
. nai
telle que o, € o,+ k (théoréme de Cramer, 1918).

Com
Zm+l

I1.3. Montrer que lasérie )
ma>u
R > ket s complexe,ona:

définit pour |z{> k une fonction holomorphe H et que pour

T 2mi

lecercle | z| = R étant parcouru une fois dans le sens positif.

@ (s ———I—I est-H(z)dz,
izi=R

En déduire que l'abscisse de convergence o, de la série de Dirichlet 3" ®(A,)-a,-e "% vérilic
n3|
o, < 6, +k, etquesasomme F estdonnécpour R > k et Re(s) > o+ R, parlarelation:

Flo) = 5] fle= o H@ g,

IIl. ORDRE D'UNE SERIE DANS LE PLAN ET DANS UNE BANDE

B Pour une série de Dirichlet ¥ a, e ~*»* dont la somme est notée f(z) et qui converge absolument quand
. na 1
2 prend la valeur réelle o, onpose:

M(a) = sup |flo + ir)| =
1€ER
1 . ;
111.1. a. Montrer que sous les hypothéses ci-dessus, a,e” M = lim ( T J‘ fla + it)-citnt d,)
' T+t [

eten déduire, pour n > 1, lesinégalités | a,|e~*° £ M(a).

Tournez Ia page S.V.P.
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® A partir de ce point, f(z) = Y a,e™7 est la somme d'une séric de Dirichlet d'abscisse de
n=1

convergence absolue 0, = — o« ,

Notant In* T'application de R dans R telle que In*(x) vaut In(x) pour x 2 1 et vaut O pour les
autres valeurs de x, on pose pourc < 0 :

010) = sup (M)
o 0, %0 -0
etondéfinit lordre I' de fpar T'= lim 8(o) (limite qui peut valoir + ). =

[ il

b. Montrer que sous 'hypothése présente {0, = — ) cette définition de I'ordre a toujours un sens

© ~HI

dansR et, a titre d’exemple, calculer T' pour f(z) = % I
n=1\ N

1IL.2. Dans cette question, on suppose de plus qu'il existe G, > 0 telque A, 2 nG, pourtout n 2 1.

a. Pour & > O fixé, montrer qu'il existe B > () telque 0 < — B implique:
in(ja,]) Se T8 + % q.

De I'étude du minimum sur R de x — e ~{T*®)% + & x, déduirc que:

. In(la,]) _ 1
lim sup (x,.m(x.,)) <TT

b. Soit T'; > 0 tel que pour n assez grand on ait nld,| < - -l—, et 5, > 0. On pose
: A, In () T,
am
I‘l (rl + 6I)

Démontrer que lasérie Y e ~™Guln(nGu) g5t convergente et en déduire quion peut trouver C > 0

n?»2
tel que pourtout 6 < 0 :

A, In(X,)
£ C- ST Rt L S .
M(o) £ C §S?<CXP< ro+s, k,,o))

¢. Démontrerque : - Tl; = lim sup (ln(na"]_)) ,

w— o \A,In(k,)
. . . 1 1
avec les conventions évidentes — 0 =-w, - = 0.
. . xIn{x)
On pourra pour cela majorer la fonction x — - T +0. o x.)
1 i

@ Dans toute la question HI.3., on pourra utiliser sans les redémontrer les relations :

f, (1 +5) - 2 i (- 5) -

a=1 n? nr we n’ nr

I11.3. Soitunréel G, > Oet(u,),5, une suite strictement croissante de réels telle que p,, 2 21 G, pourtout n.

2
Onpose,pourtout j 2 1, g(z) = z* [] (l —'—i—z).
w31 "
nej
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a. Montrer que les fonctions g; sont analytiques dans C .

Ecrivantalors g;(z) = Y CY.,., z*"*! (puisque g, estimpaire), montrer quatout & > 0 on

m=4
peut associer A tel que 'on ait, pour j > 0 et m 2 0, les inégalités :
n(l + 6) 2m+ |\ ___,_,i_
|Conei] < A ( G, ) (2m + 1)

(On pourra utiliser le I1.1.)

b. On suppose que, de plus,.la suite (p,) vérifie les conditions :
pourtout n 2 1, nG, S, € (n+ 1) G,, p,vy - B, > %
sin (n0)

9(1 0)

Déterminer un minorant m > 0 de quand 6 décrit J0, 1.

Déterminer un minorant k > 0 de pf] &;(n;)|, valable pour tout entier j > 2,

(On pourra commencer parle cas u; = (j + 8) G, , avec 0 dans l'intervalle |0, 1| et dépendant de /)

I11.4. On suppose qu'il existe G > 0 tel que la série de Dirichlet introduite au début de cette partie I vérifie :

timinf (\,,, — A,) > G.

n— ®

a. Soitd > 0et G, =

G 3 ; montrer qu'il existe une suite (1), >, , ayant les propriétés requises a la

question IIL3.b. (1" alinéa), telle qu'a partir d’un certain rang n, la suite (A,) soit extraite de la

suite (u,).
L - + 2 1
b. Onposealors h(z) = 5 a,e * et R = n(l G o)
Montrer, en introduisant les fonctions F;(z) = 3 a,g;(A,) e * et en utilisant, par exemple,

"=y

une expression sous forme d'intégrale analogue a celle du 11.3,, qu'il existe B > 0 tel que pour tout
1

. |4,
n 2 n,, ettout nombre complexe s onait sup (|h(s + z)|) > B- x;’ + @~ huRels)
12.=R "

HL5. En déduire que, si on définit un ordre T, en limitant o + ir a la bande horizontale
T=/{o +it]|t- 1 | < R}, {4 et R fixés), sous les hypothéses de la question llL4., ona 'y =T
désque R > X, .

G

Ainsi I'ordre dans une bande horizontale de largeur suffisante est égal 4 'ordre dans le plan tout entier :
c’est un résultat di 2 S. ManpeLBrost (1944).

nz

A titre d'exemple, pour  f(z) = > --r , déja étudié au I1.1.b,, déterminer une bande horizontale
n=1

de largeur I (Cest-a-dire la moitié de la valeur spécifiée dans I'énoncé ci-dessus) ou Fordre est
G :

strictement inférieur 4 I'ordre dans tout le plan.

e FiN «



