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Composition d’analyse

INTRODUCTION.

6326. Danstoutle probléme, E (resp. L') désigne I'espace vectoriel des fonctions (resp. classes de fonctions)

continues et bornées sur R? (resp. intégrables pour la mesure de Lebesgue de R?), 4 valeurs complexes.

E, est I'ensemble des éléments de E, dont la classe appartient & L'; comme Cest I'usage, on notera par une

méme lettre une classe de fonctions et un representant de cette classe.
On pose:

Wfile = sup ({Lf (. I/, V) € R?}) pour feE,
Wi, = J . v)ldudv  si  fell;

on abrége en « p.p. » I'expression « presque partout »,-et en «JI» le signe «J:[

Si f ‘est une application de R? dans C et si (a,b)eR? on note. Jos 12 fonctwn defmle par

j;,,(x y) fla+ x, b+ y); aétant > 0,A, represente l'cnsemble des (x, y) e R? tels que —asx<aet
4+

-a<y <a On rappelle enfin que J. -s-l-—-dt tend vers = quand le réel a tend vers + oo et que J. - ds.

o ! 2 -
vaut \/_ )

Les quatre parties sont dependanles. mais on peut traiter chacune en admettant les résultats de celles qui
précédent. .

PREMIERE PARTIE.

1° a) Soit fet g appartenantd L!; montrer — par exemple a I'aide du théoréme de Fubini — que la quantité
U * g)x.y) = ”f(x —u,y — v)g(u, v)dudv

est définie pour presque tout (x, y), que f % ge L' et que |Lf % gll, < Ifll.llell;- .
Si g€ E,, établir que f % g appartient aussi 4 E, et majorer ||f % gl., en fonction de [|f]l, et ligll..

b) fétant toujours dans L!, on pose f(x, y) = J' Sfu, v)e""/* *» du dv pour (x, y) € R?; prouver que f'€ E, et

que,sigeL!,f % g = /& _
2° a) Soit A > 0; pour (u, v)€ R? et a > 0, on’pose

iux +oy) o2 3
1@ = J‘J e sin Ax sin Ay dxdy
A, xy

Mettre 1, ,(a) sous forme du produit de deux intégrales smplcs, montrer qu'il est bornéindépendamment de
(u. v, a) ct que, lorsque a tend vers + oo, I, ,(a) tend vers : 7% si (i, v) € A, (intérieur de AJ ct Osi(u,v)éA,.

b) Lorsque fe L', déduire du a, la limite de

J]‘ f(x,y) de dy
A, xy

quand a tend vers + oo.

A
¢) On suppose que f€ E, et que f = 0. Etablir que (0, 0) = 0, puis que f(a, b) est nul pour tout (a, b) € R?
(on pourra utiliser la fonction £ ,).
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3° [ désigne un élément de L',

a) Montrer que ||/, = /1, tend vers 0 quand (a, b) tend vers (0. 0) dans R? (on pourra, par exemple,
approcher f par des fonctions continues & support compact).

b) Prouver que, si f % g = 0 pour tout ge E,, alors f = 0 pP-p.

¢) Déduiredes résultats précédents que, si f= 0, alors f = 0 p.p.

4° K est un compact de R? et i sa fonction caractéristique.

a) Vérifier que, pour y (resp. x) réel fixé, fix(x, ¥) est une fonction analytique de x (resp. y).

Montrer que, si la fonction fiy est nulle sur un ouvert non vide de R2, cllc P'est alors sur R? tout entier. A quelle
condition sur K en est-il ainsi ?

b) Application. — On supposc que K n'est pas vide.

Soit fe L', telle que J(u. v) du dv soit nullec pour toute translation 7 du plan affinc R?; démontrer

«K)
qu'alors f est nulle presque partout.

5° Soit K’ et K" deux compacts de R?, « réguliers » en cc sens que chacun est I'adhérence de son intérieur.

On suppose que, pour toute droite affine L, LA K’ et L ~ K" ont la méme longueur (pour la mesure de
Lebesgue de R). A - :

a) Etablir que fix-(x. y) = fig-(x, y) pour (x, y) &€ R? (on pourra commencer par le cas ou x = 0).

b) En déduire que K" est inclus dans K’, puis que K’ = K",

DEeUXIEME PARTIE.

+,
On note S I'ensemble des fonctions § € C*(R?, €) qui ont la propriété suivante : P(x, y) m;(x. ¥) est
borné sur R? pour tous &,/ entiers 2> 0 et tout polynéme P e C{x, y). :
1° ¢ désigne, dans cette question, un élément de S.
4) Vérifier que S est inclus dans L'; démontrer que § est indéfiniment différentiable et appartient & S (on
, pourra montrer que, si 'on pose ) ’
. i ) .
V) =S wn, ona xhixy) = e

b) Si w €S, prouver que

J‘J.q,(.;..%)é)(u, V) dudy = ffm(-; %)@(u, v)dudv pourtout A > 0.

Caleuler explicitement @(x, y) pour la fonction o(u, v) = =+,
fq . P 1 - . . "
. €) Déduire de ce qui précéde que Y(0, 0) = o J V(x, y) dx dy, puis exprimer de maniére analogue {(a, b)

pour (a, b) € R%.

Etablir que I'application ¢ + § définit une bijection de S sur lui-méme.

2° Soit fe L.

a) Montrer qu'il existe une fonction p e S telle que:

Px.y) =1si(x.p)ed, et p(xy)=0 si(x,y)¢A,.
Pour A > O et (4, v) € R2, on note :
1 u v
Py, v) = 3 p(x- 5:) et hy(u, v) = £(0,0)ps(u. v) — (f % p)(u, v). ‘
b) Démontrer que {|4,]|, tend vers 0 quand A — + oo et que |if % p, — fll, tend vers 0 quand A - 0,.

<) Déduire du premier résultat de b que, pour & > 0, il existe un voisinage V de (0, 0) dans R? et unc fonction
hel! tels que -

Ul <8 et hix,y) =7(0,0) — f(x,y) pour (x.p)eV.
Enoncer et prouver un résultat analogue, ot (0, 0) est remplacé par un point quelconque (a, b) de R2.

3° Dans la suite de cette partie, on fixe une fonction ¢ eE,.

a) Vérifier que /% ¢ conserve un sens pour tout SeL', que f % ¢ appartient alors i E,, mais plus
nécessairement a L.
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Montrer que (f % g) % ¢ = f % (g % @) pour [ci g appartcnant 4 L.
b) On posc

={feL'/f* ¢ =0},
= {(a.b)e R?/f(a,b) = 0 pour tout fel,}.
Etablir que I, est un sous-espace vectoricl ferm¢ de L', stable pour %, et que Z, est une partie fermée de R2.

4° On suppose, dans le reste de cette partie, que Z,, est vide.
a) Soit (a. b) € R?, expliquer pourquoi il existe un voisinage V de (g, b), fel et he L! tels que

f@b)y=1, i, <1 et h(x,y) =1 —f(x,y) pour (x,p)eV.
.b) Soit g un élément de L', tel que ¢ soit a support compact, inclus dans V. On définit la suite de fonctions (g,)
par: go=getg,,, =h -xe g,, pour tout ne N.

+ o

Montrer que la série Z lig.}l, est convergente et que la foncuon Lo = z g, est définie presque partout.
n=0 a=0

Calculer g, en fonction de £ et & uniquement.

c) Prouverqueg = g, % fp.p.etqueg apparuent 4 1,. En déduire que, si ¥ appartient 4 S et \llcst a support
compact, alors { € I,.

. §° Démontrer que I, = L! (on pourra d’abord vérifier que p, appartient a I, pour tout & > 0), pu1s que
¢=0
TROISIEME PARTIE.

: Pour tout nombre complexe w, on note F,, la fonction définie par

,,(z) exp [;’( - %)] pour ;eC - {0}

et Z J (w)z" |e devcloppemcnt de Laurent de F, au point 0.

‘nel .
1° a) Pour quelles valeurs de z Ia série ci-dessus converge-t-elle vers F,(z) ? Comment peut-on calculer J, (w)
en fonction de F,?

b) Soit I le cercle de centre O, de rayon 1, dans le plan complexe, orienté dans le sens trigonométrique;

montrer que: .
) l +w _ l w nt 2k """‘"1
J,(w) = — ( ) e*dz
2mi r

pour weC et ne Z.
¢) Lorsque n € N, expliciter les coeflicients de la séric entiére du b); quel est son rayon de convergence ?

2° a) Prouver que -d—w(w"J,,(w)) = w",_(w) pour weC ct nzl

b) Etablir que ' ‘
1 2% '
J(w) = ———J cos (n9 — w sin 0) d6
2n Jo _

pour weC et nel.

¢) Montrer qué Iéquation J,(x) = 0 a, au moins, deux racines réelles > 0; on notera désormais J I'ensemble
, 7
des nombres de la forme 2. ou p ct g sont des zéros réels > 0 de la fonction J,.
q

3° a) Soit r un reel > 0 et D(r) le disque fermé de centre O et de rayon r dans le plan R2.

Démontrer que fig,(x, y) = ZKJ' Jo(p/x? + y2) pdp pour (x, y) € R%; en dcdunre que, si (x,y) # (0,0),

- 2
fipn{x. ¥) VaUI—;\/__z—t___—r———zJ L(r/x? + ¥). Quelle cst la valeur de fip,(0,0)?
xt+y .

b) Soit K un compact de R? et g e E,, tels que px % ¢ = 0.
Montrer que, pour tout (a,b)eZ,, on a fix(a. b) =0 (Z?a été défini au 3° de la deuxiéme partie).
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4°  Application.
a) Soit @ € E,, ayant la propriété suiv'anle

(1) il existe deux réels > 0, r, et r, tels quc L¢Jetque Jf @ (x, y) dx dy soit nulle pour tout disque D, dc
ra

centre quelconque et de rayonre {r,, r,}.
Prouver que ¢ est identiquement nulle.

r
b) Vérifier que la conclusion de a) tombe en défaut si 'on ne suppose pas que - ¢ J (on pourra, par excmplc,
montrer que la fonction @(x, y) = sin y 2 une intégrale nulle sur tout dlsque ayant pour rayon ['un quciconque
des zéros réels > 0 de la fonction J,).
5° Si f appartient 4 L! et vérifie la propnele(l) du a) est-elle nulle presque partout ?

QUATRIEME PARTIE.
On note 9 le groupe des déplacements affines du plan R?; si K est un compact de R, une fonction ¢ € E est

dite K-inerte lorsque If o(x, y)dxdy est nulle pour tout de 2.
d(K)
On dit que K est descriptif lorsque 0 est la seule fonction K-inerte dans E,.

_1° Soit K un compact de RZ

a) On suppose que {ix (0, 0) # O et que iy n'est, dans R?, identiquement nulle sur aucun cercle de centre 0.
Démontrer qu'alors K est descriptif.
5) Pour x et-y complexes, on pose encore

ﬁx(xs y) = _qu(u' v)e=+ du dv.

~

Prouver que la conclusion de a, demeure, si I'on suppose sculcmcnt que p,((o 0) # 0 ct que fix n'est
identiquement nulle sur aucun des .

F,={(x»)eC¥x*+y*=r} pourr>0.

2° a) Montrer qu'aucun disque fermé n'est un compact descriptif.

b) Etablir, par contre, que le compact délimité par une ellipse, non circulaire et non réduite 4 un segment, est
" descriptif.

€) Qu'en ést-il pour un carré?
3° a) Soita < betc > 0 trois nombres réels, et T le compact délimité par le triangle A(a, 0), B(, 0), C(0, ¢).

. T .
} ’ I3 I3 r
r> 0 étant fixé, on pose: x, =t et y, = ~ it. 1_7 pour ¢ 2> r

Calculer explicitement fir(x,, y,) et démontrer qu'il existe un nombre complexe k # 0, indépendant de 4, tel

L ... . k : -
que la fonction {ir(x,. y,) soit équivalente a —ze" lorsque ¢ tend vers + 0.

) Soit K, un compact dont tous les points ont une ordonnée < 0; prouver que fig, (x,. y,) reste borné
lorsque £ — + .

c) Etablir que Ko U T est descriptif.

> Démontrer que tout compact convcxc, d'mtcncur non vide, dont la frontiére est une ligne polygonale, est

descnpuf

5° Soit K un compact convexe, d’intérieur non vide, dont la frontiére I' est un arc de classe C! par morceaux.

On suppose que I' a, au moins, un point anguleux C, c’est-a-dire tel que les deux demi-tangentes en C 3 I’
soient distinctes.

Démontrer que K est descriptif.




