-~

CESERE' o MINISTERE DE L'EDUCATION NATIONALE

VANVES CENTRE NATIONAL D'ENSEIGNEMENT A DISTANCE

AGREGATION DE MATHEMATIQUES  -407- ‘ - A.2075.0.01

PROFESSEUR : M. C. SERVIEN e Devoir 1 - Série 1

composiTioN D'ANALYSE 4990

DURﬁE : 6 heures

NOTATIONS ET RAPPELS

On note R le corps des réels, R* I'ensemble des réels positifs ou nuls, C ie corps
des complexes.

On rappelle qu’un espace de Banach complexe est un espace vectoriel complexe
normé complet pour sa norme. Si E est un espace de Banach complexe et || . || sa
norme, on appelle opérateur de E toute application linéaire continue T de E dans
E et norme de Yopérateur T le nombre

IT) = s IT@]

flzil <1

Définition. Un opérateur T de E est dit projecteur contractant s'il a les deux
propriétés suivantes :

a. T2 =T
b. ||IT| < 1.
L’objet du probléme est I'étude des projecteurs contractants de certains espaces

de Banach complexes.

Les parties I, 11, 111 du probléme sont indépendantes (sauf en ce qui concerne
les notations).

N.B. — On rappelle que le soin apporté & la rédaction est un élément important
d’appréciation. Par exemple, les passages & la limite dans les intégrales devront
étre soigneusement justifiés.
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PREMIERE PARTIE

Si un espace vectoriel complexe E est muni d’une forme sesquilinéaire hermi-
tienne définie positive notée (x | ), on peut définir une norme par

1

=] = (=]2)2.
Un espace complet pour une telle norme est dit espace de Hilbert complexe.
Deux éléments , y de E tels que (x | ¥) = 0 sont dits orthogonaux. Si F est un

sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F et on note F'L le sous-espace
formé des vecteurs orthogonaux & tous les &léments de F. Si F est un sous-espace
fermé de E, on désigne par II, opérateur de projection orthogonale sur F qui &
un élément x de E associe 'unique élément 1y (x) de F tel que :
x — Ip (x) e FL.

A tout opérateur T d’un espace de Hilbert E, on peut ‘associer un unique opé.

rateur T* tel que I'on ait :
VzeE VyeE (T() |y =(x]|T* ().

T* est appelé adjoint de T.

1° Soit T un opérateur d’un espace de Hilbert complexe E; établir que

ITh= s @[] ;
(HipH |

En déduire que || T* || = || T|.
Dans tout le reste de cette premiére partie, on suppose que T est un projecteur
contractant.

2° Montrer que T* est alors un projecteur contractant.

3° On note F I'image de T; montrer que F est un sous-espace fermé.
On note F* I'image de T*.

4° Montrer que le noyau de T est I'orthogonal de F*,

5° Soit x un élément de E; établir que Von a x = T (x) si et seulement si

z = T* (x).

6° Déduire de ce qui précede que T est la projection orthogonale sur F.

DEUXIEME PARTIE

. ‘ o
Si « est un nombre complexe non nul, on note sgn («) le nombre l—-l
o
On pose sgn (0) = 0.
Si r est un nombre réel strictement positif et « un élément de C, on pose

ald = sgn (@).|a|".
L'attention des candidats est attirée sur lecaractére inhabituel de cette notation.

1° Soit u un nombre complexe, u = a + ib, a € R, b € R; donner un dévelop-
pement limité & Yordre 1 au voisinage de 0 des fonctions d’une variable réelle k,
et k, définies par :
ky(x) = sgn (1 + ux)

k(%) = | 1+ ux |[.




2° Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, a valeurs complexes.
Soit 7 un élément non nul de R*; si x est élément de 1, on éerit :

fU@) pour (f(x))0.

On considére les deux suites de fonetions :

n [(1 + n=t fl1 (x))[;] - 1] nx1

(]

by ()

1
r

& (%) n[(i+n"‘ff'1‘(x))”—-i] n >

Montrer que, pour tout x € I, &, (x) + g, (%) a, quand n tend vers 'infini, une
limite de la forme K £} (x) olt K est une constante (dépendant de r) qu’on déter-

I

minera. ‘ -
Dans tout le reste de cette partie, on suppose qu'on a 0 < r < 1; on puse
1l —r
s = et
r

Bald) = |1+ 0t 01 () |2,

3° Prouver I'égalité :
ha(®) = f11(2). 8, (%) + n (34 (x) — 1)

4° Prouver que les fonctions :
fH ) . 8 (x)
H, =T
® =TT

sont majorées en module par un nombre M indépendant de n et de x.

5° Prouver de méme que les fonctions
n (3, () ~ 1)
U+ /@]

sont majorées en module par un nombre M’ indépendant de n et de x. (On pourra
utiliser le théoréme des accroissements finis.)

H', (2) =

6° Prouver I’existence d’un nombre réel A tel qu'on ait pour tout entier n » 1
et pour tout élément x de I :

2@ + ) | <AL+ | F@) )

TROISIEME PARTIE

On munit le segment fermé [0, 1] de la mesure de Lebesgue p. Deux fonctions
mesurables définies sur [0, 1] qui ne différent que sur un ensemble de mesure nulle

sont dites presque partout égales. La relation d’égalité presque partout est une rela-

tion d’équivalence et les classes sont appelées classes de fonctions mesurables.

Si f est une fonction mesurable définie sur [0, 1] A valeurs dans R*, on note

' J fdp
Pintégrale de f pour la mesure i (cette intégrale étant éventuellement infinie).
La notation - o ,
| fdu
s’étend aux fonctions f & valeurs dans C qui sont telles que :

’|f( dp < oo

L5
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*
On rappelle que si s est un nombre réel, s » i, en note Ls I'cspace des classes -
de fonctions complexes mesurables définies sur [0, 1 ] et telles que pour toute fonc.
tion £ de la classe T, on ait ;

0UIL 14 spite da noter

flf‘! d“'< oc_'.!_‘,f::_'_ EA
Ul une méf.mc

on sc permettra i1
ctions et un représentant quelconque de i thizne; oas

plement {a norme d'up Cidruent fdn 5. ..

Comme C’est I'usage,
lettre une classe de fon
ainsi qu’on définit sim

. W= ([ )i
On r#ppelle que,

muni de cette norme, Ls
pour s = 2, 1a nor

est un espace de Banach. De plus,
me provient d’une forme

sesquilinéaire hermitienne :
fle) = [f.5du-

Si £, g sont des €léments de Ls, o éerit .,

fze pp

Pour exprimer que le nombre S - & (%) appartient 3§ R+ hors ¢’

un ensemble
de mesure nulle, Og omet quelquefois 1a précision p.p.

Dans tout ce qui suit, p est un nombre réel, p > 1 et q est le nombre défin par

1 1
=+ = =1; on pose r = -1
273 p p

On rappelle que si f est un élément de L», £

2 0 p.p, et gun élément de
Ly, g >0 P-p. on a

o : 1 ~ 1
[7edu < (Jf’dy.)x? (jg«dp.)a-
De plus, Pinégalité est stricte sauf si existent deux nombres réels non simuita.
nément nuls q, b tels que :

af? = pga p.p.
auquel cas c’est une égalité,

Les trois questions sutvantes sont indépendantes les unes des autres,

1° Soit £ un élément de Lr

el g un élément de Le ; établir linégalité
[/ &du

£ 1 ” 1
<(/ el (| sl du )i
Montrer que Pinégalité est stri
complexes «, B non simultaném

cte sauf dans le cas oy exi
ent nuls, tels que

o{f[l"] = Bg[ﬂ] p.p.
2° Soit f un élément de L» ;

stent deux nombres

montrer que fIr appartient 3 Le,

3° Soient s, s' des nombres réels, 1 <

§ < &', f une fonction de L¥; établir
Pinégalité '

(e < ()

En déduire que L+ est up sous-espace de L*. Quelle est 1’

adhérence de L#' dansg
L* pour 1a topologie définie par 1a norme de Ls? :

QUATRIEME PARTIE

Dans cette partie, on fixe une familje I de sous-
on suppose JU stable par Intersection finie et co

ensembles mesurables de [0, 1];
mesurable A est associde sa fonction caractéristi

mplémentation. A toyt ensemble
que X, définie par
Xp(x) =1 si xeA

Xa(x) =0 sinon,

2075.D.01
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On note X le C-espace vectoriel des combinaisons linéaires de classes de fonc-
tions de la forme %, , A € 9 ; X est un sous-espace de L* et aussi de tout espace

L7, p > 1; on désigne par X P’adhérence de X dans L2

Soit u un élément de X; on admettra qu'il existe une suite (u,) d’éléments de X
ét une fonction v de L? tels que :

i iim u, =u p-p-
n- X ’
ii. |ua] < v P-p-

On suppose dans cette partie que p est strictement compris entre 1 et 2; on rap-
A 1 1
pelle que g et rsont tels que 7 + 2 = 1,r = p — 1.Soit fun élément de L*;

. on pose'u = Iy (f) ot Ily est la projection orthogonale sur X. On choisit une
suite (u,) et un élément v de L? qui satisfont les conditions i. et ii. ci-dessus et

on pose :
ap = fu ul dy.

1° g. Etablir inégalité :

jeal < ([1117d0 )5 ( f1mnle )

(On pourra commencer par établir que u,[" € X).

b. En déduire qu'on a :

(fiwra)s < (firra)e

(On justifiera soigneusement tout passage & la limite).

¢. Prouver qu’on a, de méme :

[lulde < f1f] du:

2 Déduire de ce qui précéde que IIx se prolonge en un projecteur contractant
1% de L?, et, de méme, que Il se prolonge en un projecteur contractant I} deLt.

CINQUIEME PARTIE

On admet le résultat suivant :

A tout opérateur T de L? (p > 1) on peut associer un unique opérateur T* de

Le (}) + % =1 ) tel que pour tout élément f de L? et tout élément g de L9,

4
J d

" on ait
fT(f)Edu = ffT*(g)du.

De plus, les opérateurs T et T* ont méme norme.

On suppose dans toute cette partie que T est un projecteur contractant de
L? (p > 1).

1° Montrer que T* est un projecteur contractant de L.

2075.D.01
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2° Soit f un élément de L?; montrer que si
o I T)y=f " pp : alors :
T =1 pp. =pigy
*. On suppose-désormais que p est strictement compris entre 1 et 2 et que T est un
Projecteur contractant de L® tel que T(1) = 1 (o0 1 désigne 1a fonction" carac-
téristique on’ 1) ). ] . . o
3° Soit f un élément de L* tel que T =, bp.p

a. Déduire de ce’ql,u: précide que les fonctions E,, et g, définies comme dans
la deuxiéme partie appartiennent 3 image de T. -

b. Montrerhque S est dans limage de T; plus généralement, montrer que,
Pour tout entier n, £ est dans I'image de T.

4° Soit g un &lément de L7, fson image par T; prouver qu'on a :

i

flfldu<flgldu- |

SIXIEME PARTIE

Cette partie est consacrée aux projecteurs contractants T de L qui sont tels que
T@) = 4.

1° Soit A un sous-ensemble mesurable de [0, 1] et B son complémentaire dans
[0, 1]; montrer qu'on a :

IT(XA)+T(XB)I=IT(XA)I+IT(XB)I p-p.
2° En déduire que si f =/XA, on a
€Y T(f) 2 0
@ [T a = [fda.
Montrer que les relations (1) et (2) s’étendent a tout &lément S de L* qui est tel

quef >0 p.p. '

3° On note 91y, 1a famille des sous-ensembles mesurables A de [0, 1] tels que

T) =% pp '
Prouver que 9, est stable par intersection finie et complémentation.

4° Soit A un élément de Iy, Bson compiémentaire; montrer que pour tout él¢. !
ment f de L* tel que £ > 0 pP.p., ona: :

fT (f-%4). %5 dy = o0.
En déduire que : _
[F%de = [T(f)%, da

Etendre ce résultat au cas oll f est un élément quelconque de L2,

5° Afin d’utiliser sans changement de notation ies définitions de 1a quatriéme
partie, on désigne par X le Sous-espace vectoriel engendré par les classes de fonc.

tions X, , A € 9, et par X son adhérence dans L2, Si fest &lément de L*, on pose :

Re (f) = f%l’ et
f* = sup (0, Re (f)).

Soit Y Pimage de T; montrer que si f appartient 3 Y, il en est de méme de £+,
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Montrer que si f appartient 3 Y, alors, pour tout nombre réel ¢, I'ensemble
{x:f*(® >c}

appartient 3 9y . En déduire que Y est 'adhérence de X dans L'.

6° Soit f une fonction de L* bornée (en module); prouver que pour tout élément

gdeY,ona:
[fede = [T du

Etablir que l'image par T d’une fonction de L? est dans L%

7° Prouver que T est I'opérateur T1% défini comme dans la quatriéme partie.

8° On suppose pour cette question que T est un projecteur contractant de

L* (1 <p < 2telqueT(l) =1 On définit 9y et X comme plus haut. Etablir

que T est I'opérateur I1% défini comme dans la quatriéme partie.

3° On note 9y, la famille des sous-ensembles mesurables A de [0, 1] tels que

T (Xa) = Xa p-p-
Prouver que Uy est stable par intersection finie et complémentation.

4° Soit A un élément de g, B son complémentaire; montrer que pour tout élé-
ment f de L' telquef > 0 p.p., ona: '
‘ T (f. %a). %a dp = O.

En déduire que :

[Frade = [T () tadu
Etendre ce résultat au cas ot f est un élément quelconque de L.

utiliser sans changement de notation les définitions de la quatriéme
pace vectoriel engendré par les classes de fone-

5° Afin d’
fest élément de L*, on pose :

partie, on désigne par X le sous-es
tions X, , A € Iy et par X son adhérence dans L2 Si

Re (f) = J_’_~2t_f ot

f* = sup (0, Re (f)).
Soit Y image de T; montrer que si fappartient 3 Y, il e
Montrer que si f appartient 3 Y, alors, pour tout nombre réel c, I’ensemble

{x:f*(x) > ¢}
adhérence de X dans L.

n est de méme de f¥.

appartient & 91z. En déduire que Yest?
6° Soit f une fonction de L' bornée (en module); prouver que pour tout élément

gdeY,ona: i
[fedu = [T gdw

Etablir que I'image par T'd’une fonction de L? est dans L2

7° Prouver que T est l’opératetﬁ' M défini ‘comme dans 1a quatriéme partie.
8° On suppose pour cette question que T est un projecteur contractant de
=1.0n définit g et X comme plus haut. Etablir.
e dans la quatriéme partie. '

LP (1 <p < 2telqueT(?)
que T est I'opérateur % défini comm
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