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PrEAMBULE

On tient a dci ? S i i
preciser qu'aucune démonstration fajsant intervenir une

e , . -, . syl "
onvergence, umne continuité, une dérivabilité sous le signe ‘
2

[

al
Reso. r : e )
( sp ne sera prise en considération si les théorémes invoqués

n ; . . .
© sont pas enoncés avec précision au moins une fois dans la copie

NoraTions

. On dési’gne respectivement par R, K, C le corps des réels, la droite
reeﬂe.achevee, le corps des complexes. On identifie R* & C de sorte
que si (x, y) est élément de R on pose :

2= x4+ iy = {(x, y)

x=Rez, y=1Imz.

® Dans tout le probléme on considére un entier s (s

41¢ 2 1); pour
élément z de C et tout élément 3 — O, = 1); pour tout

.» Ag) de C* on pose :
Po(a,2) = 25 4o, 2570 |, + 2
et P’s(z,)\)zszs“1+7\l(s—1)zs‘2—l—...—f—)\

§~1"
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"'oar A dans C3, on note (r, , ..., ry) la suite des racines du polynéme
cn . de sorte que

j=9
P(en) = [[ G-
i=1
onnote Zo= {2z, ..., 2, } Vensemble de ses racines distinctes,

de sorte que j=k

Ps (Z, )‘) = H (Z - zf)si
i=1

o Pentier s; (s; 2 1) représente 1’ordre de multiplicité de z;.

@ Soient p unentier (p > 1) et F une application de C? dans C, on dit
que F est de classe C7 si et seulement si F est 7 fois continliment diffé-
rentiable en tant gu’application de R*® dans C; on dit que F est de classe
(™ si et seulement si elle est de classe C” pour tout r.

. s ) 179 L2 1/ L2
@ Les opérateurs différentiels 3 (D_x — 155/> et 5 <~ + l~>

d

sont notés respectivement — et — .
dz 0z

Pour p et g entiers naturels on pose :
Jypta D\? d\ 4
B e [+3 —_ .
e~ (32) * ()

DEérINITIONS

Soit I une application de C? dans C supposée de classe C®; soit a
un point de C?, soit r un entier (r > 0); on dit que F est r-plate au point a
si et seulement si F s’annule en a ainsi que toutes ses différentielles jusqu’a
Pordre r inclus. On dit que F est plate en a si et seulement si, pour tout
entier r, F est r-plate en a.

Soit X une partie de C?, on dit que F est r-plate (Resp. plate) sur X
si et seulement si F est r-plate (Resp. plate) en chaque point de X.

Dans tout le probléme f est une application de classe C® de C dans C
et g une application de classe C* de R dans C.

L’objet du probléme est d’établir une identité de division de £, (Resp. g)
par le polyndme P (z, ), (Resp. P, (x, 1)) et d’étudier comment le quo-
tient et le reste définis a cette occasion dépendent de A.
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\ Sens
X

"y
™
!

p—-1
On note A Vopérateur différentiel

2% dNBIqY
ol o A% (Resp : 0A®) est mis pour

X

IRt Lol

<Resp:0i;€1 -~~37\fs>
P’ X + L’k *
En posant Q (w, 7, 2) = ,%d

démontrer que :

a. On a : pour tout (v, 2) dans Q et tout « réel :

A(z,m,2)
A Q (x,,3) T TP (xt nin) 7

ol A est.un polynéme en «, Ny Ay Py
en x est au plus 2 ps — 2.

b. L’application ¢ est de classe C® sur Q.

¢. . Pour tout compact K de R x Cs
un réel Cy tel que :

Y(g,2) e Q A K {AG(VIJ\)ISCK<1+W%FS>

DEUXIEME PARTIE
Sauf au 49, on a fixé A dans Cs

1°a. Soit s, un entier (s, > 1); en utilisant la formule de Taylor
avec reste intégral, démontrer qu'il existe une unique application de

classe C*, notée Q,, de R dans C, et un unique polynéme R, de degré
au plus s, — 1, tels que :

et on écrit P (2) au lieu de P, (z, ).

VieR g(t) = R, () + £%o Q,(2)
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RN VO Xs dont le degré

et tout triplet («, B, v), il existe

icati © notée
I Démontrer qu'il existe une application de clis:zlscqu: . Q,
J. 1 dans €, et un polynéme R de degré au plus s —

vieR g(t)=P(t)Q(s) + R(2)

' i i et seulement si P a
Démontrer que le couple (Q, R) est unique si e
touten nes racines réelles.

: 3 Pappli-
20 Soient m et n deux entiers (m > 1, n > 1), démontrer que 1'app
cation w : CN\ {0} — C définie par :

2n+m

VzeC\ {0} w(z) =

zn
A R
i ¢ w,: C— C de class
ié en une application w,
.« prolonge de maniere unique PP

(omot

inté our une
30 En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral p
' a- ’ %z L4 :
fonction d’une variable réelle, démontrer I’égalité

VzeC VYheC
Y hpilq 0p+qf +
[(z+h) =[f(2)+ 2, (#)

p—!? 0zP 224

t<pt+gsr 7
h? h?
(r+1) 2: p!q!qu(Lh)

p+q=r+1

dzPaz9

1 DT‘)‘lf
ot qugﬁ)=j‘M—0’ (z + th) dt

jcation 2L ’ensemble Z des zéros
b. On suppose lapplication Y plate sur T'ense

de P.

i icati sse C®, notée
Démontrer qu’il existe une unique application crle claslsesg i notée
0. de C dans C, et un unique polynéme R de degré au plu
o
que :

VzeC f(3) =P(2) Q(2) + R(2)
c. Démontrer que si f est holomorphe, Q P’est aussi.

b i il uppose seule-
d. Démontrer que le résultat de b. subsiste si T’on supp

of i (1<j<k) (s;-—1) - plate au
ment que = est, pour tout j ( J j

o

point z;.
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4° Soit F une application de classe C°, de C x €% dans C; on suppose
F plate sur ’ensemble X des couples (2, ) vérifiant Po(z,2) = 0.

Démontrer que pour tout entier naturel r (r
F(z,n)
(P (2,2)"

de C x C*\ X dans C se prolonge de fagon
de C x C* dans C, de classe Co.

= 1) TPapplication :

(z,}\) —

unique en une application

Indication : on commencera par démontrer que Vapplication :

Dz, o, n,) — X SRS S P, (z,2))
de C x C* dans lui-méme est un changement de variable Co

, € est-i-
dire une application bijective de classe Co

ainsi que sa réciproque.

TroOISIEME PARTIE

1 1 1
Pour tout réel ¢ on note : [ Tl s T ———
: ) [21+14’1+JQJ
et Ala partiede R x Cs x R formée par les triplets

(& X, ) tels que y
appartienne a I ().

On note p, une application de R dans [0, 1], de classe G

sur R, paire,
et vérifiant :

Vie[8s, 4 0] Po(t) = 0

Vielo, 459 B0 (t) = 1

L’existence de Po est admise.

1°a. Démontrer que Papplication :

(E:h 1) — o, (%)

de Rx C*x R dans [0, 1] est de classe Co o

L (A, ) et que ses diffs.
rentielles sont continues 3 tout ordre en (£, 3,

7).
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i Soit W 'application de A dans R* définie par :

1 .
l+!El (")’7\)>dv).
e Y (Eny) = 40 [g) [T (70
Démontrer que pour tout A dans C? et tout réel £ on a :

¥ (&hrrE) > 1

o
Prouver que ¥ est continue, qu’elle est de classe C®sur A en (3, ¥),

o
: i 3 sur A.
t que ses différentielles sont continues i tout ordre en (£, &, y)

L i lication de R* dans
29 Soit o un réel, 0 < a < 35 soit p, une applicatio
[0, 1] de classe C®, vérifiant :
p(®) =0
P: (’:) =1

Vitel0, o
Vte[l —a + oof

I’existence de p, est admise.
On note p P'application de R X € X R dans [0, 1] définie par :

Exny) — p(E A y) avec:

. p est paire en y

1

- — = (BN =1
s 0 Sy < g @EED

i sioy e I(§) e (&0 ) = e, (¥ (5,0 9))
iv. si ! (8,2 9)=0
1v.31y>1+|£| P

1. IIOuVeI que est continue sur ﬂ( C IR de claSSe C
X X 9
p
ay l(-lpp01t a ()\ y), Chaculle de ses d]ﬁ‘e!e!ltlelles etant continue pal
I £}

rapport & (€, A, ) sur R X C* X R.
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] . U ¢ est application définie a 111, 2°.
f | b.  Prouver Pexistence d’un ouvert contenant R x s x {0 }sur | (Homposé s = x A iy et oli p est lapplication défir
f lequel ¢ est constante égale 4 1,
\ i Diémontrer que F oest de classe C® sur C X C® et que :
N Prouver que o (£, 2, ) est nul dés que [y | 2 1.
[ | VreR Vriel® g(x)=F(x,2).
] et ¢.  Démonirer 1

existence d’un ouvert contenant ’ensemble :

. * Démontrer que E_‘ est plate en tout point (z,1) tel que z € R
it {Ghy) [ EeR,necs, yeR o (7.2) ¢ Q) oo T
o (e, Ry = 0.
3 :
J sur lequel b_g est nulle.
.) " d " Boit D le disque fermé dans C de centre o et derayon R (R > 0);
demontrer que :
d. Démontrer que pour tout compact K de C* x R ot tout triplet D ViecCs
| (o, B, v) de N5 x s X N, il existe un réel Dg et un entier nature] ¢ o R D, €
f tels que : . ) o
{ 1 . R . F (o -+ Re'®,)) eiedg_i 0—_];: (z,2) dxdf
KR | PN ] i Rem o =) ) 0z z—
.: o
' TERDERXK | ) < De(i (g0
( A%IA ay)’ s sy 1% R
( I Prouver Pexistence de polynémes R, (u, ) tels que Yon ait 1’iden
tu¢ de fractions rationnelles :
: =s
| 1 P(s2) 1 yu;)
- V) u— dmd P (u,n
t? QUATRIEME PaRTIE v—z P u=s i=1 ’
i
] . , . . C® — C de classe C>,
{ On suppose dans cette partie que g : R — C est de classe C® et est 1 démontrer Pexistence d'une fonetion Q' R > € -
E intégrable sur R |
{

et d'un polyndéme en t

Rz, A)=a, (R)t57 + ... +a,(})

On admet Pexistence d’une fonction

gr\ de R dans C, continu- selle
que :

de classe C® en (¢, 1) sur R X C° tels que :

VieR VYaeCs gty =P (e, %) Q(z,2) + Rz, ).
VaelN

x— | x"é;(x) | est bornée sur R

¢t VxeR  g(x) — £+wei“5§(g)di.

On définit alors F de C X C* dans C par :

V(z,2) e C x Cs F(z,2) = fm P (E,%,y) eizt §(E.)d€
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