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Dans ce qui suit « désigne un nombre réel donné une fois pour toutes
et tel que x> -3 Toutes les fonctions considérées sont a valeurs

dans le corps C des nombres complexes. Pour simplifier I'écriture on
convient que dans une intégrale du.type

/"F(x)u-xﬂ)adx.
L}

on remplacera le symbole (1 — x*)*dx par do{z); on dcrira ainsi cette
intégrale

} F (x) do (x)

o

Si fet g sont deux fonctions continues sur 'intervalle fermé I —= [ — 1, 1},
on pose :

(Fle)= [ f=)g@ da ).

I

A. ‘Pour toiite fonction f deux fois dérivable sur I on pose :
(LAN@=(1-2"®) -2 («+1)2(x) ; Iz <1

1° Montrer que si f et g sont deux fois contindment dérivables sur I,
on a

(Lflg)=(/|Lg)

2° Pour tout entier n > 0, soit E, P'ensemble des restrictions & | des
fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal 3 n. On convient des
abus de notation suivants :

— un polyndme et la fonction qu'il définit, ainsi que la restriction de
celle-ci & I, sont désignés par le méme symbole;

~ pour tout entier s >0, on note x* la fonction x — x*, ( | =] <1).
Ceci étant, montrer : L(E,)<E,. En déduire que si P est un polynéme
de degré ntel que (z* | P) = O pour 0 < s < n-1, alors LP + MP =0,
oll A, est un nombre réel qu’on déterminera.



3° On pose :
P, (2 i

= 2" (e+1) ... (x+n)

(1 —xz)-u(;i;ﬁ [a —xf)nea],

Montrer que P, est un polynéme de degré n.
Vérifier : '
P,(1) =1
Pa|Pu) =0 singm
' L LP, + AP, =0

B. Pour tout (a, 3) € R?, le symboie a’ représente le réel égal i 0
sia <0, égal darsi a>0.Siz yetzsont des points de I =]1-1, 1]
on pose : .

(1 -2~y — 2 4 2xyz)3-112
-2 1 -y)rA-2

Hix,y,2) =

1o A Paide d’un changement de variable, montrer que pour tout entier
52 0 Pintégrale

/'l H(x,y,2) 24 da(2)
s

est un polyndme en x et y dont on précisera le degré en x et le degré en y.

2° Que peut-on dire de 'intégrale
1t 4
[, f, H(x,7,2) P, (y) Pn (2) do (y) do (2)

lorsque n % m?
30 Montrer que pour tout entier n >0 il existe une constante C, telle
2
que, quels que soient les points x et y de I, on ait

[ By Py @) ds () = Cu Py (1) P, ),
-1

s x;

Montrer que C, ne dépend pas de n.

Dans 1a suite on note C la valeur commune des C,.

It
On notc & 'ensemble des fonctions continues sur Letsife Gon pose :
) . v) i
1= |, 1/ @)]da (@)

o
Si z, y et = sont des points de [, on pose :

1
Kx,y,2)= EH(:\:,}',:)
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12 Quelle est la valeur de U'intégrale
1}

’ K{z,y,2)do(z) ?

En utilisant le résultat de 1-B-30, en déduire que | P, (z) | < 1 pour
xel.

20 Si f et g appartiennent 3 U, montrer qu'il existe un élément de 6,
qu’on note f - g, tel que pour tout x € I on ait :

Ca@=[ [ Kerafhetdsds.

Montrer que ||f-g!l < ||fllllg]l . Etudier P, « P,

30 A tout élément f de G on associe I'application ? de Pensemble N
des entiers naturels dans C, définie par fin) = (f | Pa).

Si £, g et k sont des éléments de G, montrer que :

. T~ AN
i. fre=faza
P
ii, [ == 0 entraine f = 0

jii. (frg)ok=f(g-k)

40 Soit X une application de ¥ dans C telle que, quels que soient les
éléments f et g de G et les nombres complexes A et p, on ait

LOS +ug) =M () +uk (@) » X(f+g)=X(H)Xlg) -

On suppose de plus que si(f,) est une suite d’éléments de € telle que
lim||f,|| = 0, alors lim X(f}) = 0.
‘ i

Montrer que, si X n’est pas identiquement nulle, il existe un entier
~
n 2 0 et un seul tel que X (f) = f{n) pour tout f € G.

11

Dans toute la suite du probiéme on suppose que = = 0.

10 Soit V 'ouvert obtenu en privant C du segment I. Montrer que pour
tout x € V il existe un et un seul z € V tel que

-

. 1
fzi>1ct 2= Fla+27).

Dans ce qui suit x et = sont ainsi liés.

20 Pour x fixé dans V, on considére le cercle orienté ' que décrit le
oo -1 z-1

nombre complexe % défini par  (0) Tem- = e'® lorsque 8 déerit
E-x :-x

le segment | — n, =

2075.D.02

~—



Pour tout nombre complexe @ # x on pose :

h(w) = : ::: .
Montrer que :
1 dk
= - O
Pal) = - | @I =

30 Calculer A(z} et k'(z). Montrer que la droite passant par — | et par
# passe aussi par le centre du cercle I".

Montrer que |z + 1| > |x+ 1|, puis que, si e[ et I # z,
ona |h(E)| < |h(z)]. :

4° Montrer qu’on peut mettre P,(x) sous la forme :
P zn 4
== e e n
== [ Corsea

ou G(8) = z'A(Z), g et O étant liés par la relation (+). Sans chercher 3
expliciter G et 9, on donnera les valeurs de 9(0) et du coefficient b tei

que G (8) = 1 — b 8%+ 0 (6%), lorsque 0 tend vers zéro. En déduire qu'il
existe un nombre v > 0 tel ue

[G) | ser
pour 0 |8 <=

5° Montrer que pour tout x€V, on a :

im (220 P () = = (22 —1)0

V=

ott la détermination de (2% — 1)-'/2 Jans louvert V est celle qui est réelle
lorsque z est réel et supérieur i 1.

e IV

te Soit @ = (a,),,, une suite de nombres réels telle que a, > 1, et
a, < a,a, lorsque ngr+4s.

Montrer que o = lim (n"* log a,) existe et est fini.
n

Que peut-on dire de la position de n-* log a, par rapport & p?

2° Pour tout entier n 2> 0, on pose w,™ = (P, i Pa).

Une suite a = (@y)n o du type considéré en IV-19 étant fixée, on désigne
. par ©, 'ensemble des fonctions f continues sur I, telles que || lla <,
ot l'on pose :

1fiam Y anay Fon .

n=0
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Muntrer que si f€ G, et x €l

[flo) = : m.‘f(nl P, (x).

n o=t

30 Montrer qu'il existe des nombres c, » i (7, m et k étant des
entiers > O) tels que ¢y . x =0 st k>n+m et

Pnpm= _\:cn.m.kpk
=0

On admettrs sans démonstration que ¢, o . = 0, quels que soient
n, m et k.

4o Montrer que si f et g appartiennent & ‘G; ona :
feeBaet 1 fgla<|ftal gl
59 Soit @ une application de G, dans C telle que, quels que soient les
éléments f et ¢ de G, et les nombres complexes ) et y, on ait :
® (f +ug) = 1D () +ud )
D (fg) = (NP (g

" On suppose de plus que ®(P,) #0, et que lilp‘b(f,) = 0 i
lim||f,i|u=0 i

a. Montrer que si p = 0 (cf. la question IV-1° pour la définition de p)
il existe un point x, de I et un seul tel que d(f) = f(x,) pour tout f€ Q.

b. Si g > 0, montrer qu'on peut étendre le domaine de définition dv
tout élément f € G, en posant encore :
o

f@= N o fin)P, ()

nw=t .

pour tout nombre complexe z appartenant 4 la partie compacte & de C

délimitée par Pellipse de foyers 1, —1 et de demi-grand axe égal a chg. .

En, déduire. alors qu'il existe un point x, et un seul de & tel que

®(f) = f(x,) pour tout f € €,.
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