194 1971. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE BESSEL
» 9) Wk,m (Z) et W—k,m (-2) ~ sont indépendantes car lorsque
Année -1‘9 72‘
UN THEOREME DE HORMANDER
SUR UNE EQUATION
AUX DERIVEES PARTIELLES

larg z| <7, W@ = 42 K s o (/)

|arg(-2)| < W_k’m(—z) = 5?2 2% a4+ 0(1/7))

¥,m(2)
et -7 Tm(-Z ne peut &tre une constante,

D'oli A W (Z) +B W x,m (-2Z). décrit l'ensemble des solutions de

. ENONCE
Whittaker. Par suite (k = P/2 et m =4/2 - s)

Y(u) = AW

0/2,m (2u) + BW, v p/2,-m ¢~ On désigne :
fux — par Z (resp. N) P'ensemble des entiers relatifs (resp. naturels);
et v (Z) =e @ Wiz, (BHY) + B W, p/2,mCHY) — par (%;, %, %) le point courant de R®;

— par R, [resp R, et R} le sous-espace formé par les vecteurs de
la forme (z,, 0, 0) [resp. (0, %,, 0) et (0, 0, x)];

— par (z, x,) le point courant de C x R, C, étant le sous-espace
formé par les vecteurs de la forme (2, 0).

avec Z =3x + iy. Si elles sont domindes par une puissance de y,

On identifie € x R & R® par Ia relation (z,x;) = (xl,x,,xa) avec
z=2x, + ix,.
~ Si A et B sont deux parties non vides de R™, A+B désigtie l"g:ns'emble
des vecteurs X + Y, ott X parcourt A et Y parcourt B.

Si Q est un ouvert non vidé de R" et w une partie de Q, M (Q) est
I’ensemble des fonctions a valeurs complexes indéfiniment différentiables
sur Q et ® (o, Q) la partie de ® (Q) constituée par celles qui s’annulent
sur w; pour n = 3, H(Q) est formé par les fonctions f de G (Q) telles
que, pour tout nombre ¢ réel, ia fonction partielle z+— f{z, c) soit holo-
morphe sur la section de Q par le plan d’équation x, = ¢; la dérivée de

of '

cette fonction sera notée —.

On désigne par S P’ensemble des suites doubles a = (a,, ;) & valeurs
complexes indexées par Z X N. Etant donné a et b dans'S, & (a, b)
désignera Pensemble des suites ¢ de S ‘vérifiant pour tout couple (p, )
deZ X N:

Cpr1,q = Bp,qCpts,qer T b,,_,,C,,,.qH .
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10 Soi.t k un entier donné quelconque dans N. Démontrer 1’existence
de fonctions I'; ; , polynemiales des a, ,et b, ., & coefficients positifs,
et telles que pour tout ¢ dans R (a, b) on ait :

Co0. = 2 Ty @b)ey.
i+2j=3k
k<j<2k

20 Soit a’ = (a’, ;) et b’ = (¥’ ,) deux suites & valeurs réelles de
S, telles que pour tout couple (p,q) de Z X N vérifiant lp+1|<q
on ait :

|dp.a| < a'pq et Ibp.ql < bpy-

Démontrer alors : | T';; . (a,b) | < Ty, (a',b').

30 Soit ¢ la suite de S définie par qu-:'_:%i (xeC, a«s0).
' q <

[2a]*
B

Vérifier i’i’ﬂégdité H l Pi.f.k (ﬁ, e)‘ ' <

-40 Soit A, A et p trois constantes réelles positives et (8,) ;- une suite.

de nombres co.mplexe's vérifiant | e, | < 1 pour tout p. Démontrer que,
si ¢ est une suite de S vérifiant les relations : :

o pp+1)

= —2_ v T
0p+1,i( = g+1 Cpiz,g+ + @+ @+2) Cp.q+a |c,.q| < )\Aﬂ-ng

pour tout couple (p, g) € Z X N, alors il existe un nombre M, ne dépen-
dant que de A, A, p, p, g, tel qu'on ait pour tout k > 1

Icpq’s L_
@l S o

(On pourra commencer par majorer | ¢, , |, puis ramener le cas général

.au cas précédent par une translation des indices.)

En- déduire que les ¢, , sont nuls.

II

Le p:)zint courant »de R? est noté (x, y); on étudie ’opérateur différentiel
D= "
dy*?
premier degré i coefficients complexes et b une constante complexe.

) )
+ a(x) 5 +b 37 O @ est une fonction polynomiale du

10 [1 est le demi-plan formé par les points (x, y) vérifiant ¥ > 0; K est
une partie bornée contenue dans II. Démontrer que toute fonction f de
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o (II), nulle en dehors de K, bornée sur K ainsi que ses dérivées partielles
jusqu’a I'ordre deux et vérifiant Df = 0, est nulle sur II tout entier. (Pour

cela, on pourra poser pour tout couple (p, g)deZ XN

= [[ l0@P @) ddy s p>0
Cpq=10 si p<O.

puis montrer que la suite ¢ = (c,, o) vérifie les conditions du I4° et en
déduire le résultat).

9 () et ¢ sont deux ouverts convexes non vides de R? vérihant

w<cQcotReto#*;

c ® désigne le complémentaire de @ dans R®. Soit dans R? une

3

parabole € d’axe parafltle 3 R, et d’équation
¢ (x,y) =ay— (= +Bx+v) =0;
désigne Dintérieur de la parabole, Cest-d-dire 1’ensemble
{*.9) |y >0}

a. Soit M un point donné dans Q nc @; démontrer qu’on peut
choisir € de fagon que M appartienne 4 €, et que la composante connexe

g

8 de @,nc « contenant M soit relativement compacte et contenue

dans Q. € est ainsi choisie dans la suite.

b. Soit v une fonction de ® (v, Q). Démontrer que ia fonction v,
qui est nulle en dehors de 3 et coincide avec v sur 3, appartient & @ (2)).

¢. Soit @ Tapplication : (x,5) — (x, @ (=, y)). Démontrer que
Papplication g+~ go @ définit une bijection de @ (x) sur B (R)).
Expliciter en fonction de («, B, y) V'opérateur différentiel D tel que pour
tout g de @ (r) on ait : D (go @) = (Dg)o O.

30 Déduire des questions précédentes que D est un opérateur injectif
sur B (0, Q).

4° Démontrer que ce résultat subsiste pour I’opérateur

» 2
D, = — —
Y +b dx
111

. b 2
On ¢tudie Popérateur différentiel A = b—az —1 ki défini sur les en-

dx,?
sembles H (Q) introduits dans le préambule. ’
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Seit M un peint (¢, c) donné dans € x R.

1° Soit « un nombre complexe. ,
a. Démontrer que 1’équation Au = 0 a dans H (C X R) une solu-
tion unique de la forme W'(z)e**s et satisfaisant & u(g, ¢) = 1. On appelle
U, cette solution pour « =\/ne'® (neN, 0§ réel donng).

b. Démontrer que la série Z U, converge uniformément et absolu-
n=0
ment sur tout compact d’un demi-espace ouvert P, ayant M comme point
frontiére, et que la somme s de cette série est une fonction de H(Py)
vérifiant As = 0. :
c. Démontrer que s n’est pas bornée au voisinage de M.
) Sl PO 2, L
20 Soit P le plan d’équation x, =0 et A Topérateur i v
. . . - . X, Xy
Etant donné un demi-plan II, de P, dont la frontitre est paralléle A R,
ou R,, et un point M de cette frontitre, démontrer qu’il existe une

fonction & de @ (II,) non bornée au voisinage de M et vérifiant &h =0.

v

On suppose que Q'est une partie non vide, ouverte et convexe de
CxR..

1° . Démontrer que, si A est une partie convexe de Q ayant plus d’un
point et contenue dans un plan paralléle 4 C,, alors toute fonction de
H(Q), qui s’annule sur A, s’annule aussi sur (A + C,) N Q.

b. Démontrer que, si B est une partie convexe de Q contenus
dans le plan d’équation x, = a et formant un ouvert non vide de ce plan,
alors toute fonction » de H ((), qui s’annule sur B et vérifie Au = 0,
g’annule nécessairement sur (B + R) nQ

2° Démontrer que deux points quelconques de Q peuvent &tre joints
par une ligne polygonale dont les cotés sont paralléles soit & C,, soit
aR, ‘

3° On suppose que la partie o de Q est un ouvert non vide, convexe,

'borné du plan P d’équation x, = 0; & (£2) [resp. & ()] désigne Pensemble
des solutions dans H(Q) [resp. 0)(w)] de 'équation Au == 0 [resp. Aw = 0]
Pour tout z de H(Q), u est 1a restriction de z 4'w. :

ENONCE

Démontrer que I'application u— # est une injection de & (€) dans
& (co)

Démontrer, & D'aide des résultats de la partie III, que cette application
n’est pas surjective.
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