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soit (ef.I1I1.3°/)
n 2k+5

_ L p,. n+p+L %
v=1 1 ¢ C (D 2

2k+5 £ (2k+5+p—2)
p=0 p=0

5°/ Comme V(X) est holomorphe bornée dans IXI < 1, elle est en parti-

27 .
lier dans 1'espace HZ(D) = {f holomorphe /1im f |f(re=:le)|2 d6 est finiel
r*l o
et c'est un résultat bien connu (e.g. Agreg 1970)

N (o] (o]
que f € HZ(D) &= f= 2 a Xn et 2 [anlz <
o o

N

que V est un polyndme.

Si fl € 7, tous les v, € Z et le raisonnement de II.2°/ montre

wZ

D'autre part, si E(z) T f ( Zket> F(w) e dw
ﬂl
soit
2k+5
f(z) = -t % _ L, 2k+5
£(2) = (zz CDT2T 2 C2k+5) -2
0.
ce qui prouve que
m Rt
v =1 o x"
o
ol .
~ n v k k=
o (£) = (- D Y(-DT¢ £k,
o n
et an(f) =0 si n> LN On en déduit donec

o

~ [¢] K ~
Vn eEN, n > n f(n) = z Cn a.k(f)

(=]

et si P, est tel que ak(g) = ak(i;l)’ k < n

) on en déduit qu'il existe

un polyndme P tel que pour tout n > n

1 [+]
2k+5 ) 2k+5
RS P AN - - -2 A
E (- D727 Cpe fm+ ) = E - nta Copss By (n+ )

et en utilisant II 2°/, on obtient 1'égalité pour tout z € € remplagant n.

D'oni 1'égalité £ =2°P + & polyndme.
4 1'égalité Po P ol P] est un polynOme
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CLASSES DE HARDY.
CALCUL SYMBOLIQUE
DANS DES ESPACES DE HILBERT

ENONCE

Il est conseillé aux candidats de rédiger de fagon précise, sans lon-
gueur inutile, les questions qu’ils traiteront, en en présentant toutefots
une solution compléte. Ils doivens suivre les notations de Iénoncé.

Ils doivens également faire figurer au début de chaque question traitée

le numéro correspondant de I’énoncé.

NoTATIONS :

Durant tout le probléme, les notations suivantes seront utilisées :

— R est le corps des nombres réels; si a, b € R, on note :
fo,b) ={teR; a<i<b| , [a,b]={teR; a<t<b]
[a, +0[=1teR, t>al.

— G est le corps des nombres complexes; pour z€C, Rez et Imz
sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de z, z est e
conjugué de z,| z | le module de z.

—  On, utilisera librement Pidentification du groupe additif de G
au groupe additif de 1’espace vectoriel R2 (z = x + iy), ainsi que
T’identification de R & un sous-corps de C.

D={zeC |z|< 1}

— Le mot fonction désignera, dans tout 1’énoncé, une application &
valeurs dans C.

—_ D={ze€ |z|<1} et

— Si g est une fonction continue définie sur D et si pe[l, o[,
on pose :
1

Mp(g,r>=(f0 et 52 )

M}(g)= Sup Mn(g,r)-
ref0,1]

refo, 1]
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— H est Valgébre des fonctions définies et holomorphes sur D; He
est 1’algébre des fonctions continues sur D, dont la restriction & D est
holomorphe.

— HP=\{feH; Mp(f)<oo} o pell,of; s feH ,
on pose :

| fllge = M5 ()
— He={feH; Sup if(z)|<00§; on pose,'si’ fe H®:
zeD

w = Su 2) .
I Il g zegif()l

— On rappelle qu’une fonction k, définie sur D, est harmonique
sur D si h (x, y) est deux fois continuement dérivable et vérifie : .

Rk 2k ’
— — =0 = ]
a2 + dy2 (@=2x+1)

— A est espace vectoriel des fonctions harmoniques sur D.

— A est Pespace vectoriel des fonctions définies et continues sur D
dont la restriction 3 D est harmonique.

_ AP—jheA ; MW <ow}, ot pe[l,+ool ;
si he AP, -on pose :

(|7 llr = M3 (B).

.
* *
La théorie de intégrale de Lebesgue pourra étre utilisée librement

dans tout le probléme. Son utilisation n’est toutefois indispensable que
pour certaines questions de la partie IL 7

Les différentes parties du probléme sont de difficulté comparable et
peuvent étre abordées dans un ordre quelconque, les résultats antérieurs
nécessaires étant explicitement donnés dans I’énoncé.

La premiére partie utilise principalement la théorie des fonctions holo-
morphes; la seconde, I'intégrale de Lebesgue et certaines intégrales de
Radon; la troisiéme partie, les espaces de Hilbert. Les deux derniéres
parties nécessitent moins de calculs élémentaires que 1a premiére.

I

On se propose ici d’établir certaines formules de représentation inté-
grale de fonctions holomorphes ou harmoniques sur D et d’en déduire
quelques conséquences.

ENONCE

10 A partir des équations de Cauchy-Riemann, démontrer I'inclusion :
HcA.

Si ue A et siu est & valeurs réelles, prouver 1existence d’une fonc-
tion v, & valeurs réelles, unique, telle que :

v(0)=0 et (@-+iveH.
En déduire que, si f est une application holomorphe de D dans D,
alors
ke A entraine hofe A, (hof note la composée de f par k)
2¢ Déduire de la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes
Pégalité :
2w

: . dB
— i0 :
g{0) ~" gle )27: si geAc.

0

(On pourra établir cette formule en supposant, d’abord, g 4 valeurs
réelles.)

Prouver que pour tout a €D et tout A A, on a :

27

k() =J Pr(p — 0) h(ei®) db

0

@ avec a =rei?® , }al——_-, et

Pr() = gy 0.1
2n (1 —2rcos ¢ +72) ’ ref0,1 , ¢eR.

(Pour démontrer (1), on pourra considérer g = ko f, ol

a—z
-fa(Z) - zﬁ)

Appliquant (1) & h (2) = 22, p entier positif ou nul, calculer les coeffi-
cients de Fourier de la fonction de § définie, pour r fixé, par P (¢).
En conclure :

+CO
2P () = E rinl gind

n=—0co

30 Trouver une fonction k € H telle que :

Re (k(2)) = Pr (§), ot z=rei¥, et telle que k(0) soit réel. (On
pourra déterminer % par les coefficients de son développement taylorien.)
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En déduire :

27 )
Qr(p—0)u(0)d6 pour tout feHe

0

Fl@—im(f©) =
@ { avec u(0) =Re(f(e?®)) , a=rei®, [a|=r et

ZnQ,(QJ):%; avee z=rei¥, |z|=r, rel0,1

40 Pour tout ¢ € D, on pose :
Bo@ =222 axo
2 1-za

et Ba(2)== sia=10

On remarquera: | B (2) |=1 si |z|=1 et |Ba(z)|<1 pour zeD.

Soit A un ensemble de points de D et soit m une application ‘définie
sur A 4 valeurs dans Pensemble N* ‘des entiers strictement positifs.
Lorsque A est fini, on considérera le produit : :

11 Bi@)me

reA
Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur la fonction m (3), on convient
de noter ce produit par : By (2).

Soit feH, f# 0; on note A; 'ensemble des zéros de f, la fonction
m () étant Vordre de multiplicité du zéro A On introduit les parties
finies de Ay suivantes :

As,r=Asn {zeD ; |z|<r] ot ref0, 1]

Montrer que :

f(@) = aBy (2) exp (f;“ Qr (p — 6) log | f(¢19)] d(_-))

®)
’ pour tout feHc vérifiant f(z)#0 si |z]=1,

et « dénotant une constante de module 1.
(Pour démontrer (3), on pourra d’abord montrer que les hypothéses
sur f entrainent que Ay est fini; puis on considérera f. Bf\;-)
Démontrer que
pour tout feH tel que f(0)#0O,ona:

r 2%
tog |£©) |+ [ % = [ g |f(rei0)|‘;_?-r od
Y0 Yo

ref0, 1 , m@)= X m®)
‘\ AEAf,t

@
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*(On pourra d’abord appliquer la formule (3) & g (2) =f(ro2) ot ro est
fixé, (roe [0,1]), de telle sorte que g satisfasse aux hypothéses de (3);
puis, ayant ainsi établi (4) pour certaines valeurs de 7, on conclura dans
le cas général.)

5° On pose :
9‘{, =

227
feH ; Sup ‘ log*|f(rei) | d6 < o0
ref0,1[Vo

I

(ot logt ¢t = Sup (log ¢, 0) t réel positif ou nul).
Prouver V'inclusion : '
H < 9
Déduire de (4) que si feH, f(0)#0, alors fe IUsi et seulement

sl
2%

Sup
ref0,1] Yo

Soit fe 91, £(0) # 0; montrer alors :

log | f (reif)| \ df < oo.

1

®) [ 0% <o
0

6° Montrer que, pour f& 91 (f n’étant pas identiquement nulle), le
produit infini suivant est convergent :

By, (s =lim By, @) (zeD)

Prouver que B, & H®.

(On pourra établir qu’a tout compact K de D on peut associer une
constante C telle qu’on ait :
|Ba(—1 | < Cll—|a )
quels que soient a € D, ze K.)
En appliquant (4) 4 1a fonction B, , montrer :
27

©) lim

r—»1 0

log |BAf(re"0)| do=0,

et démontrer alors que tout f € I, non identiquement nulle, s’écrit :

(6) f=/1By, avec f1e9 et fi(z) # O pour tout ze D.
70 Soit fe H. Montrer que :

1

si f(z) = Z cp2® , alors Mz(f, r) = (2 Ic,,|2 rgn)z
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En déduire que :
M2 (f, r) est une fonction croissante de r.

En particulier, si f e H2, démontrer que :
1

|l = ?iniMz(f , 1) = ( Z ]c,,Iz)?

8° On se propose de démontrer que toute fonction f non identi-
quement nulle appartenant & H? peut s’écrire :

7 f=gBj, avec geH?, g(2) # 0 pour tout zeD.

(On pourra considérer gr = (B, N ! £, on montrera que
“ &r ” HT ” f”nl

et on conclura soit par un calcul direct, soit en utilisant un argument
de compamté sur les gr.)

11

On se propose dans cette partie :

— de généraliser la formule de representa,twn intégrale (1) de
Aca Al

— de préciser la formule (7).

On note :

— 6 Yespace vectoriel des fonctions définies sur R, continues, de
période 2x.

[0, 2], de puissance pleme intégrable; siu e L?, on pose :
1

nwm=(ﬁ”wwv§f

— 91 Pespace vectoriel des mesures de Radon sur [0,2x[, de
masse totale finie.

On rappelle quune suite dv, d’éléments de I converge vaguement
vers dv € 9L si, pour tout ke 6,

:127r

2%
m | kdv,.=f kdy
[+]

n—)OO'.o

19 Soit v € B, posons :

vr(q>)=f Py (p — 6) v (6) 6.
0

— L2, ot pe[1, 0], Pespace vectoriel des fonctions définies sur:
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Montrer que vy converge uniformément vers v lorsque r tend vers 1.
Soit dp. € IN; considérons :
2%

h(ei®) = | Prle—0)du().
Jo
Montrer que les mesures doy € 9N définies en posant :
®) dor = h(rei®) do o e[0, 2x[
convergent vaguement vers dy, lorsque r tend vers 1.
En déduire que k=0 implique dp=0.

Montrer que k€ Al et que :
2%

uwysﬁ |du]

20 Réciproquement, soit u € Al; posons :
dyr = u (reif) dO 6 €0, 2x |
Montrer que P’on peut extraire de la famille dy, une suite dyy, conver-
geant vaguement vers une mesure dv € 9. Montrer que 'on a :

©) u£z)=f P, (0 — §) dv () z=rei®  r=|z|
0

En déduire que :

( si b e Al alors, lorsque r tend vers 1, les mesures de Radon dy,-
convergent vaguement vers une mesure de Radon dv € I vé-
rifiant (9). -

Peut-on caractériser la classe Al comme étant les fonctions s’écrivant
sous la forme (9) ? '

(10)

Montrer que :
27

IBl= | 1]

30 Déduire de II, 20 et de I, 5° et 60 que si fe I, alors il existe
d p € I unique telle que :

f(@&) = aBy, (&) exp ( [ e6-0d (f»)

oll o est une constante de module 1 et ol z = rei®, | z ] =r.

En déduire que f€9U si, et seulement si, il existe fi, f2eH®
telles que :
S

~fe
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e quotient devant de plus étre holomorphe.

40 Soit u, une famille de fonctions 3 valeurs réelles positives ou
nulles, dépendant du paramétre 7, r € [0, 1], telles que ur € L2,

On suppose Vexistence d’une fonction u* € L2 telle que .

lim ||ur — u*||,,=0
r—>1
et on suppose

(log uy (<p)) do=d¥% € [

On suppose enfin que les mesures de Radon dX, convergent vague-
ment vers une mesure dX. Montrer alors que :

dX = (log u*) d9 + dy, ol dp est une mesure négative.
(On pourra d’abord prouver que (log u*) € L1.)

50 Soit fe H?, oo
f@= Y caz
n=0

Considérons la série :
+0OC
Z Cn ein0
n=9
Remarquer que cette série converge dans L2 vers une fonction f*.

Ainsi, & toute fonction fe H2, on associe f* € L2; montrer que f*
est caractérisée par :

(11) Lm||fe—frf, =0 ob fr 0) = £ (ret)

Démontrer :

! Toute fonction fe H? non identiquement nulle g’écrit sous la
. forme f=EI ou:
2%
E(z) = exp (f Qs (p — 0) log | f* (0)|d0> ,z2=rei®, |z =r
) ;

(12) { f* ayant été définie en (11), et ol :

1() = aBy, (3) exp ( ) Qr(¢—9)du(9)>

ot dy. est une mesure de Radon négative et oll & est une constante
! de module 1, « et dy étant uniquement déterminés par f.

Remarquer que 'on a Ie H®; en déduire Vexistence de I* définie
par (11).
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Extrayant une suite convenable 7; tendant vers 1, montrer que presque
partout en O on a :

lim |E (eei?)| = [/* ©)]
k—>cO
(On pourra d’abord montrer que log |E (re?)| converge dans Lt
vers log | f*(9)])-
En déduire que :
(13) | 1* (8) | = 1 presque partout.
6° En gardanf les notations de la question précédente, montrer que :
si f=fife o fif1 et feeH? etsi fi=El, j= 1,2
on aura : E=E;E; I=1I:1s
Soit & Pensemble des fonctions de H® vérifiant (13).

Prouver que :

f1,fz €% entraine f1f2 € 9
Soient f = EI un éément de H2 et f3€ 3. On dit que Jfs divise f
s'il existe f3 € H? telle que f'= f3fa

Montrer que f3 divise f si et seulement si f3 divise I dans §, c’est-

a-dire st :
I =f3f5 avec f5 < 3’

111

On se propose d’appliquer les résultats de 1L 5° et 6° & U'étude de cer-
tains opérateurs d’un espace de Hilbert.

10 Montrer que H2? s'identifie par P'application f— f*; définie en

(11), & un sous-espace vectoriel fermé de L2 En déduire que H2? est un
espace de Hilbert, le produit scalaire étant défini par :

2% A 2% ] — T
Vo= rOF@y-in [ fe)5E0s

0

Soit z & H®. Prouver que I'application :
Ty:f — uf

est une application linéaire bornée de H? dans lui-méme.
Si ue%, 3 ayant été défini en II 6°, montrer que Ty est isométrique,
c’est-a-dire que :
”T"f”m =|f “H' 5

en conclure que, dans ce cas, 'image de Ty est un sous-espace fermé

de H2.
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