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dans chaque HZ (Qj). Soit K un compact de §, KCC Qj, de la formule de
la moyenne utilisée en 11.2°/, on en déduit que fn —» f localement uni-

formément sur K et une extraction de sous-recouvrement prouve que la con-
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vergence est uniforme sur K. D'odl 1'identité de ces deux topologies métriques.

p» 3°/ On a, notant par L 1la composante connexe non bornée,

* 2 2
L =LYs"\ (LYL) ;8 \ (LU L) est un fermé (composantes conmexes D]

*
borné donc compact et L  est compact.

ENONCE

P 4°/ si €\ n'apas de composante connéxe, compacte, T{cf. III) est
. . « 2 . ) )
connexe d'oli la densité des polynomgs dans Ho(Qj) puis dans H(Q) (IV.2). Il sera tenu le plus grand compte de la présentation et de la rédaction
des copies; en particulier les abréviations abusives risquent de ne pas
étre comprises. Les candidats sont priés de respecter les notations de
Vénoncé.”

C désigne le corps des nombres complexes, R le corps des nombres
réels, Z Pensemble des entiers, N 'ensemble des entiers positifs ou nuls.
On identifiera N, Z et R 3 des parties de C.

Re(z) désigne la partie réelle du nombre complexe z, Im(z) sa partie
imaginaire.

Le mot « fonction » désigne une application définie sur une partie de €
et 4 valeurs complexes.

Une fonction F; holomorphe sur un ouvert connexe Q; est un prolon-
gement analytique de la fonction Fp holomorphe sur Pouvert €, si
Q; contient Qg et si la restriction de F1 & Qs est Fa.

La fonction F sera dite réguliére et nulle & Pinfini si elle est un pro-

as
wi+l

[ee]
longement analytique de la somme d’une série }:
pour | w| assez grand. - s=0

convergente

Un contour fermé T' entourant une fois P’ensemble borné E de G
(en abrégé contour I' entourant E) est défini par une application continue
et dérivable par morceaux ¢ : [0,4] —> C telle que Pon ait :

® 9(0) =¢(1)

1 . dz
2intyz—a

@

=1 pour tout a € E

Une fonction entiére est une fonction holomorphe en tout point du
plan complexe.
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Les résultats énoncés dans les différentes questions de la partie 1
peuvent éventuellement étre appliqués dans le reste du probléme sans
avoir été démontrés.

.
_A. Fest une fonction donnée réguliére et nulle & Finfini; I' entoure
le complémentaire de 1’ensemble ouvert ol F est définie et holomorphe.

10 Montrer que la fonction :

z2 — uz) = —2,];—.} F(w) ewzdw

est une fonction entiére qui ne dépend pas du contour I' particulier
choisi.
20 On suppose que, pour |w] > p, F (w) .doi'ncide avec la somme de

la série Z . En choisissant un contour T particulier, determmer‘

le developpement de Taylor & T’origine de la fonctlon u.

‘Montrer 1’1negahte :
lim sup L_—_oglu(z) |
faf oo - |2 -

B f est une fonctlon entlere donnée autre que Ja fonctlon nuﬂe dont

oo
le developpement de Taylor a 1’or1g1ne est : 2‘ — z“ et qui satlsfalt
) . _o . .
2 1a condition : -
- Log|f
(8) llm sup - og I (z)] =r< +0
v A= .

10 Montrer 1’6 gahte D
1
lim sup.|ba|™ = 7.
n '—> OO

e O L w oondde”
(On ma]orera 11ntegrale é—z_ j; zn+1dz, ou I' est un cercle de

rayon convenablement choisi entourant 1’origine.)

Déterminer la:fonction F réguliére et nulle & Pinfini, holomorphe

“en dehors du disque lwe C; |w|< r! et telle que Pon ait :

f(z) = %E rF(w) ewz dw
“r
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o I' est un contour entourant le disque } weC; |w| < 7.
20 R désigne un nombre réel. On pose, 0 étant réel,

) Log |f (Re!?
h(0,£) = lim sup =8 [EE|
R— +00 -~ R
Montrer que la fonction :
S y
W —s ‘ f(wet?) e-wazel il gy
Jo
est holomorphe dans le demi-plan !weC; Re(wei?)>h(®, f) | et
coincide avec la fonction F introduite 3 1a question précédente aux points
ou ces deux fonctions ont été définies.

3° On pose :
Ki= n my ol m,=) we€; Re(wetf) <h (6, f) | .
050 <2nw .

Montrer qu’il existe un prolongement analytique de F au complémen-
taire de K. On appelle encore F ce prolongement analytique.

Etablir 1’égalité : .
£(z)= mt‘FF(w) ew? du

ot I" est un contour entourant K;.

49 Montrer que, si K; est connu, la fonction 6 — h(0, f) s’en
déduit.

Etablir que 6 — h(0,f) est une fonction continue et indiquer
une construction géométrique de h(0, f) 4 partir de ’ensemble K;.

II

On considére dans le plan complexe la bande | weC; |Im(w) | < = {.
0] d351gne P’ensemble des points de cette bande tels que pour we ® on

ait : |e¥ —1| < 1. On note f une fonction entiére satisfaisant a la
condition B de I-B.

10 Déterminer une suite de fonctions polynomiales p, telles que la
oo ,

série Z pn(2) (e¥ —1)" converge vers e pour tout we (.
n=0
(On utilisera la développement de Taylor a Vorigine de 1a fonction
s Y@ =014+7° avec ¥(0)=1)
Démontrer que la convergence de la série est uniforme pour

(w, ) e KXK' ot K est un compact quelconque de @ et K’ un compact
quelconque de C.
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20 Etablir qu'une condition nécessaire et- suffisante pour que K
soit inclus dans @ est :

h(, ) < cos8Log(2cosB) + Bsin@  pour  — s < B< 2

30 On Suppose : K= ®. Montrer qu’il existe une suite de nombres
complexes oy et une seule telle que 1’on ait pour tout z de C:

f(z)= Z on P (2)-.
n=0

-Démontrer que cette série converge uniformément sur tout compact
de’ C. - " s ' . :
(On utilisera les résultats de I-B-3°; on donnera Vexpression de oy
en fonction des valeurs que prend f aux points de N.) )
En considérant f(— 1), établir que, si f(z) appartient & Z pour tout z
de N, f est une fonction polynomiale. : o

40 On suppose :

T8 R R NI - AT AV -
h{ - = t h{— =, f =
<z,f><2 et ( 5 )< 2.
En désignant par g la- fonction z s e f (2), ol ¢ est un nombre
réel, montrer qu’il est possible de choisir ¢ tel qu’on ait : Kg< @.
En déduire Vexistence d’une suite de nombres complexes By tels que
Pon ait :

H@=e= Y Bapald)

la série du second membre étant uniformément convergente sur toul
compact de C.

En déduire que, si f s’annule en tous les points de N, f est la fonction
nuile.

il
Dans cette partie, f est une fonction entiére satisfaisant pour tout z
4 la condition : ‘ '
' lf(z)llsB(1+'|z|k)2lz‘|
ol k est un entier positif ou nul et B une constante positive.
."On désigne par-F la fonction réguliére et nulle & Uinfini, holomorphe

en dehors du disque D=} weC; |w| < Log2| et telle que T'on
ait : .

f(z)= Eizl;r j;‘ F(w) e¥* dw

- ‘ENONCE

ol I est un contour entourant D.

1° Monirer 1’existence d’un nombre positif A tel que P’on ait :

A
[] — Log2]F+2
(On utilisera I-B-20.)

[Fw)| < pour Log2 < |w| < 1.

20 Montrer qu’on peut choisir a réel tel que, si on pose

. .2
w=Log2 4+ it— - >
a

on ait pour ¢ réel non nul et assez voisin de zéro :
|ew —1] <1 et | w| < Log2

En déduire V’existence d’un contour I' entourant D’ = D — | Log 2{,
passant par le point Log 2, et tel que pour tout point w de I' autre que
le point Log 2 on ait : |e¥—1| <1.

Démontrer que, si @ satisfait 4 : 2 Log 2< a < 2, la restriction &

I' — | Log 2} de (e» — 2)2%+3 F(w) est une fonction continue qui
tend vers 0 quand w tend vers Log 2.

30 Démontrer que, I' étant le contour de III, 29, 1a fonction :

1 (ev—2)** 5 F (w)

X =} =7 7
— &) 2inJr 1-X(ew—1)

dw

est holomorphe et bornée dans le disque {X € €; | X| < 1{.

- 40 Soit I un contour entourant I'; montrer que v est un prolon-
gement analytique de la fonction définie au voisinage de O par :

_1__f (ew_.2)2k+5F(w)d
2indr  I-X(ew—1)

X —

oo
En déduire le développement de Taylor a YPorigine Z vg X"

. . « . n=0
de la fonction v, et exprimer vy 4 partir des valeurs de f aux points de N.

- 50 On suppose : f(z) € Z pour ze N. Ktablir que v est une fone-
tion polynomiale.

i Montrer P’existence d’une fonction polynemiale P; satisfaisant & 1’éga-
ité :

2k+5 2k+5
(=0 27 Cs fe+)= Y (=127 Copys Pils+)
=0 =0
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(CF, est le nombre des combinaisons de 7 objets p 4 p.)
En déduire P'égalité :
£(z) = 2° Pa(2) + Pi(2)

olt P est une fonction entiére que Y'on précisera.

CORRIGE . 129

CORRIGE

I.A

P 1°/ Comme 1'indice de tout point de E vaut I, E est dans une des com-

posantes connexes bornées de €\ I' et 1'intégrale
. ) o :
u(z) = —1.—f F(w) e t dw
2ni T
est parfaitement définie. Pour montrer que u est holomorphe entidre, on
utilise le théoré&me de Morera (tré&s utile) :

Ici soit A wun triangle de €, 3 A X T est un compact et

(w, z) > F(w) "% est continue, donc

u(z)dz a un sens , u(z) est continue,
A
et f u(z)dz = f (j' ez dz)-z_n_l—. F(w)dw
an 3 *
Comme z+—> e'% est entidre, 1l'intégrale f e"% dz = 0.
) A

-

L'indépendance vis & vis de I est immédiate en utilisant le thé&oréme

de Stokes : f w - f w = f dw o M est le compact 3 bords orientés
T m M
T'etT"'.

P 2°/ Le contour I' sera &videmment lzl =R aveec R > P. Il est bien connu

oo
. n .
que si u(z) = z bn z, on a l'expression de bn sous la forme
o

n 27 n+l
D'od
1 1 e”?
bn = E'I_T-J-.. -2-‘”_—1{‘ F(W) n+l dz dw
et
n
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