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PROBLEME D’ANALYSE

On rappelle les définitions suivantes: '

Une algébre complexe A est un espace vectoriel complexe muni d’un produit (z, y) — 2y tel que

— quels que soient = et y de A et ‘A complexe, AMzy) = (\x)y = z(Ay),

— A est un anneau pour les deux lois internes.

8i I’anneau est commutatif {resp. unitaire), algébre est commutative (resp. unitaire).

Une algébre de Banach unitaire est un espace de Banach complexe (espace vectoriel normé complet dont la
norme est désignée par | |[), possédant une structure d’algébre avec unité u et vérifiant:

lul =1 et Jayl < =]yl

pour deux éléments quelconques, = et y, de l'algtbre.

Z désigne ensemble des entiers relatifs; C, 1’ensemble des nombres complexes.

On appelle F V'ensemble des applications de Z dans C. L’ensemble F est un espace vectoriel dont les
éléments f seront appelés les vecteurs; pour peZ, f(p) sera appelé indifféremment la composante de rang p
du vecteur f, ou bien la valeur de f au point p. ng . Ps

Soitf {(0p) {(p€Z) une famille de nombres complexes; si -p lim loy| existe, alors Ecop admet, dans

4 > -—00
Pe>+o0 Py Py

les mémes conditions, une limite, qui sera désignée par E wp. Ce symbole ne sera utilisé qu’avec cette signification.

. p
On appelle E I’ensemble des applications f de F telles que Z {f(p)] existe au sens qui vient d’étre défini.
p

I.—1° Montrer que, en posant |f]| = 2 {f(p)], on munit ensemble E d’une structure d’espace de Banach.

P
20 On considére les formes linéaires de & (applications linéaires d¢ 1 dans C). Une telle forme vy est
dite bornée s'il existe un réel positif K tel que, pour tout f de E, |v(f)] < K|f||. Soit E’ I’ensemble des formes
linéaires bornées y. Montrer qu’en posant [y’ = sup |y(f)| on munit Pensemble E’ d’une structure d’espace
Hfl=1

de Banach. Montrer que E’ est homéomorphie au sous-ensemble B des fonctions bornées de F, B étant muni
d’une norme, que I’on précisera.

30 Soit f et g deux éléments de F. Pour tout n de Z pour lequel le second membre est défini, on pose

(f>k &) (n} = Zf(n —p)g(p) et on dit que f>k g existe pour n. Montrer qu’alors gk [ existe pour n et

P
que (f>k g)(n) = (g>k f)(n).

4° Si [ estdans E etsi g appartient & B, montrer que f>k g existe pour tout n de Z et appartient
a B.

50 Soit f un élément de F. On désigne par f2 la fonction dont la valeur en chaque point p est {f(p)]2

Si f* et g® sont dans L, que peut-on dire de f>k g?

6° 8i f et g sont dans E, montrer que (f>K g)(r) existe pour tout » de Z el que {>i: g définit, sur E,
un produit associatif vérifiant : &

1> el < 1f1-gl.

Montrer que 1 posséde, alors, une structure d’algébre de Banach commutative el unitaire dont Punité sera
désignée par w.

7° Montrer que Pensemble K+ des ¢léments f de T tels que Vr < 0, f(n) = 0, esi une sous-algébre de
Banach de E.

’

IT. — 19 Soit & un élément de E. On définit par récurrence :

WO =w,  HM=h, .., KA=hE—UNh (k entier naturel)

t
et 'on pose s, == Ehl"l.
. k=1
Si |2} < 1, montrer que s, a une limite, s, quand [ tend vers Uinfini. Calculer - s + h3jis. Montrer

que w—h admet, pour le produit >, un inverse {u— R et que I'application h — {1 — A)=11 est continue
sur la boule [A] < 1.



20 Soit { un élément de I'algébre E admettant un inverse fi=21 et g un élément de E fel que

1 5
lel < W ks =
Montrer que
— [+ g admet un inverse;

— I + gy —frup < el
1 —plgl

— l’ensemble des éléments ayant un inverse est ouvert;
— Papplication f{— f(=21 .est continue sur cet ensemble.

39 Montrer que la série entiére
400

Zm,, (AeC, 4, &E)

k=0
converge si |\ < —1-, oli p== ﬁﬁv" 4], et diverge si [A > L.
e e

Montrer que, si f{feE) a un inverse et si fgl < -1—, ol u; = m(‘/ﬂ(ﬂ—ll)["l]l, f+ g aaussi un inverse.
4-00 t .

Montrer que, si la série entiére Z <RIk ()‘e C, ke E) converge, alors u-—\h admet un inverse.
k=0

ITII. — Soit T P’ensemble des réels modulo 2.
Pour feE et aeT, on pose fo= Zf(p)e-‘l"‘.

1° Montrer que, [ étant fixé, Papplication f: « — fu ost continue sur .

Montrer que 'application f - sup ]f | est continue sur E.
aeT
20 Soit £ Pensemble des applications f correspondant aux fonctions f de E. Montrer que Papplication

définie par f—f est une bijection de E sur . Silon munit £ decla topologie associ¢e 4 la norme

M = sup TR

cette bijection est-elle un homéomorphisme?

3° Montrer que, « ¢lant fixé, Iapplication ¢: f—+f¢ est un homomorphisme d’algébre de I (structure
délinie en 1, 69) sur C et que [o{f)] < |f]-

Montrer que si f admet, dans I’algébre E, un inverse, fo ne s’annule pour aucune valeur de «.

49 On désigne par A l’ensemble des homomorphismes d’algébre, non nuls, de E dans C. Montrer que,
pour tout 8 de A, ona |3(f)] < Jfl. et qu’il existe un élément o« unique de T tel que 3(f) = fa.

50 Etudier [8,—8,}’ (cf. I, 29) pour deux éléments 3, et §, de A; quelle est la topologie induite sur A?
Montrer que la sphére unité L de E’ n’est pas compacte.

IV.—On consfdére, pour peZ, unefamillé de fonctions z(p, 1) = z,(3), de la variable complexe 2, définies

sur le disque D: Al < R (R réel > 0), telles que lep()\n existe pour tout A appartenant & D. On définit
P
ainsi sur’ D une fonction de A, & valeurs dans E, que I'on désigne par z(}A).
1° Montrer que, lorsque x(l) est continue sur D, ilenest de mémede [z(3)] = g(A) et que g{a) est ma,]orée
sur tout cercle C’:
[l=R’ avee R'<R,

20 On dit que z{A) est dérivable au pomt A, si —z—(&)————l tend vers une llmxte y(A) appartenant & E,
forsque u tend vers A w2

Montrer que, si z(A) est dérivable pour tout A de D:

— elle est continue sur D;

— chacune de ses composantes zp(A) ‘est holomorphe sur D.

3¢ Inversement, étant donné une iamllle de fonctions z,{3) /u)lomorphes sur D, {elles que 2]3:,,()\] soxt

majorée sur tout (iércle : C' montrer que ZIM

est majorée si p et A restent respectlvement

1

intérieurs édeux dlsques |pL| < R’ m < R", avec R’ et R” mfémeurs a R.
On pourra utiliser la formule {intégrale) de Cauchy. ‘
4° Dans les mémes hypothéses pour z,(A), montrer que, lorsque p tend vers A appartenanta D, la somme

El—”—ﬁ)il—(& ’(A) tend vers 0. Montrer que Z Jzp(A)] existe et qu’elle est majorée sur tout cercle C.
)

5° Montrer que, si z(A) est dénvable sur D, elle est indéfiniment dérivable sur D- et qu’elle est dévelop-
pable en série entitre de A dans le disque D.

1




