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L'objet du problime est d'étudier quelques propriétés des fonctions

-dites "absolument monotones". ;
Deux questions préliminaires sont destinées & faire établir des résultats

utiles pour 1l'étude qui suit.
Tout au long du probléme, il sera tenu le plus grand compte de la présen-

tation et de la rédaction.

Questions préliminaires

On suppose que f est une fonction réelle d'une variable réelle, (n+l)

1°)
fois dérivable (n } 0) sur 1'intervalle fermé borné [a,b] , la dérivée
d'ordre (n+l) étant continue sur eet intervalle.
Etablir la formule :
b =caus (b )
f(b) = f(a) + ~7—. L (a) + A (a) +
n b n . .
b - i
B ORI S O
3 ¥
20) On définit une suite de fonctions réelles ¢1, ¢2, oo s Ppo oo

d'une variable réelle, sur l'intervalle [0,+@0[ par

n
(b= =) pour 0 {x<nm

¢, (=) = R
0 pour x > n

Montrer que 4>n(x) converge uniformément sur 1l'intervalle [0,+o0[

=X
vers e
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Etude des fonetions absolument monotones

Une fonction réelle f d'une variable réelle x , définie sur un ensem-
ble contenant 1'intervalle ouvert Ja,b( , fini ou non, est dite absolument
monotone (en abrégé A.M.) sur Ja,b[ si elle est indéfiniment dérivable sur
Ja,b[ , et si 1'on a, pout tout x€ Ja,b[ :

f(x) 2 0 et, quel que soit n 2> 1, f(n)(x) 20

Si a est fini et a { b g +00, la fonction réelle f est dite A.M.
sur 1l'intervalle semi-ouvert [a,b[ lorsqu'elle est AM. sur Ja,b[ et, en
outre, continue & droite en a . TN

On définit de fagon analogue une fonction A.M. sur un intervalle semi-
ouvert Ja,b] ol b est fini, et -0 < a { b, et une fonetion A.M. sur un
intervalle fermé borné [a,b] .

Dans quels intervalles les fonctions de la variable réelle x prenant

respectivement les valeurs :

e -;1{, - Log (-x) , Are sin x

sont-elles A. M, ?

Montrer que la somme et le produit de deux fonections A.M. sur un méme
intervalle sont des fonctions A.M. sur cet intervalle, et que la dérivée d'une
fonction A.M. sur un intervalle ouvert est A.M. sur cet intervalle.

Montrer que, si f est A.M. sur un intervalle ouvert I et si g est
A.M. sur un intervalle ouvert I' contenant f(I) , la fonction composée

gof est AM. sur I.

II

Dans tout ce paragraphe, a et b sont finis (et, naturellement, a < b).
Soit f une fonction réelle définie sur 1'intervalle ouvert Ja,b[ et
A.M. sur cet intervalle ; montrer que f peut &tre prolongée sur [ a,b[ de

manidre & obtenir une fonction A.M. sur [a,b[.
Montrer que cette dernidre fonection est indéfiniment dérivable en a .
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A quelle condition peut-on prolonger f de fagon A obtenir une fonetion
AM. sur [a,b] ? la fonction obtenue est-elle dérivable en b ?
Soit maintenant f une fonction définie et A.M. sur [a,b[ .

a) On pose, pour a {x <b :

£(x) = £(a) + 532 £1(a) + 7 a) £(a) +

ot ii-g#) (n)<a> + B (2)

R (x)
Montrer que, pour chaque n , le rapport Z-E
X - &

2 est une fonetion
croissante de x . )
b) Montrer que f peut étre prolongée par une fonction de la variable

complexe z holomorphe dans le disque ouvert [z - a| < b - a .
¢) Montrer que, si f(x ) =0, avec a {x,<b,oma f(x) =0 pour
afx<b. :
Que peut-on dire si f(n)(xo) =0 ?

Uy s Uy 5 eee p Uy oee étaﬂ:’ des fonctions A.M. sur 1l'intervalle
[a,b[ , on suppose que la série n;‘ un(x) est convergente pour tout x€ [a,b[.
Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé [a,b']
ou a <b'<¢ b, et que la somme de la série est une fonction A.M. sur [asb[ .

III
Dans ce paragraphe, f est une fonction A.M. sur l'intervalle J]- 00 ,0[ 3
et n'est pas constante sur cet interwalle.

Montrer que f peut étre prolongée par une fonction F de la variéble
complexe % =X + i y , holomorphe dans le demi-plan ouvert x < 0 , et que
1'on a, pour x< 0 3

[F(z)[ < £(x)

Montrer que, pour tout x <0 , les valeurs de f et de toutes ses

dérivées sont strictement positives.

Montrer que, pour x<£ 0 , on a :
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() < & (1B - 2x )] 3

lxl

et, quel que soit n )/ Jiche

D¢ 2 [ofs) - )]

ou kn est un entier dépendant de n . e »

En déduire que x" f(n) (x) tend vers zéro quand x tend vers - o0 ,

et montrer que 1l'on a, pour x <0 et n )0 :

. P 5 il (R ek
£(x) - £(-00) = =7 (x-t)"f (t) dt
‘Y -00
f(-00) désignant la limite de f(x) quand x tend vers - oo.
4°) ¢ étant un nombre strictement positif, on pose i
i (s} S
g(x) = G +1) £'(x) ot gy(x)=(3+ 1) gl(x)

Montrer que, pour - ¢ x {0 etpour u et v réels quelconques :

1wl f(x) +2uv gl(x) £y gé(x) T

- (On pourra utiliser le développement de f(x) en série de 'I‘é.ylovr suivant
‘les puissances de x + ¢ .) ‘ :

59) Montrer que, pour x {0 et pour u et v réels quelconques :
" f(x) +2uvwt(x) + ¥ fiiz) 50
7

En déduire que, pour x <0 , f£(x) £"(x) - f'z(x) > 0, et que Logf
_est une fonction convexe sur l'intervalle ]-¢0,0[ .

6°) Montrer que l'on a, pour x £ O :

WO
£z} ) s ALy =

Montrer que la fonction 8 = £f" - £12 est AM. sur ]-00,0(_ . Quelle

forme a la fonction f si 8 g'annule en un point de cet interwvalle ?

7°) On suppose que f(x) et f'(x) ont des limites finies, a, et
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al =m ao y» quand x tend vers O a gauche ; montrer que, pour x <0 s

£f(x) > a, o

Iv

Pour traiter cette derniére partie, on pourra utiliser les deux résultats
suivants, dont on ne demande pas la démonstration : :
a) Soit une suite de fonctions réelles ¢, @, ... , @, ... définies
sur l'intervalle [0,+co[ , croissantes sur eet intervalle et satisfaisant & :

0 @ (u)¢ M pur w30, nyl

M étant indépendant de n .

Alors, on peut extraire de la suite { cpn} une suite qui converge sur
[0,+00] vers une fonction croissante ¢ .
b) Soit une suite de fonctions b, by, ..., b, ... définies sur 1'inter-
valle [0,+oo[ et dont chacune est bornée et intégrable sur tout infervalle
2ini <[ 0,4]%

On suppose que la suite { hn} converge sur [0,+00[ vers une fonetion h ,
elle aussi bornée et intégrable sur tout intervalle fini [0,A] . On suppose

en outre que l'on a, pour tout n 3 1 et pour tout u 20 :
| b, ()l & H(u)

ou H est une fonction positive, bornée et intégrable sur tout intervalle
+ 090
fini [0,4] , et telle que 1'intégrale f H(u) du existe.

o+°° + 00
Alors, quand n tend vers +oo, ] h (u) du tend vers f h(u) du .
0 (4]

On suppose que f est une fonetion A.M. sur ]-oo,O[ et qu'elle est
bornée supérieurement sur cet intervalle.

Montrer que, quel que soit n » 1, on a, pour x 0 :

t00
- Pt - '
£(x) = £(=c0) + So b (-x) :(u) au
ou d) = est la fonetion considérée dans la question préliminaire et :

+ 00
@ (u) = £(-c0) + %T j & (n‘“l)( t) dt

u
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Montrer qu'il existe une fonction () croissante sur 1'intervalle [0,+00[,

positive et bornée supérieurement sur cet intervalle, telle que, pour x < 0 :
400
f(x) = - X j em(g(u) du
0

On ne demande pas d'examiner la question de 1l'unieité de la fonction

Inversement, (p étant une fonction positive, croissante et bornée. supé-
rieurement sur l'interwvalle [ 0,+0[ , la fonetion f définie pour x {0 par :

+00

f(x) = -x f exq(e(u) du
(0]

est-elle A.M. sur ]-oo,O[ et bornée supérieurement sur cet intervalle ?

(Agrégation 1964)




