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Le groupe linéaire en dimension finie

"Pour ce chapitre K désigne un corps commutatif et E est un K-espace vectoriel de dimension
n > 1.

E* = L (E,K) est espace dual de E.

L (E) est I'algébre des endomorphismes de E, GL (E) = (L (E))” est le groupe des éléments
inversibles de £ (E), soit le groupe des automorphismes de E.

Le transposé (ou adjoint) de u € £ (F) est 'endomorphisme ‘u € £ (E*) défini par :

Vo € E*, 'u(p)=pou

Pour tout entier n > 1, M,, (K) désigne 'algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients
dans K et GL, (K) le groupe des éléments inversibles de M,, (K), soit le groupe des matrices
inversibles de M,, (K) .

Pour F/ de dimension n > 1, le choix d’une base de E permet de réaliser un isomorphisme
d’algeébres de L (E) sur M, (K) et cet isomorphisme induit un isomorphisme de groupes de
GL (FE) sur GL, (K).

On note Id [resp. I,,] Pendomorphisme [resp. la matrice] identité.

Une matrice scalaire est une matrice diagonale de la forme A\I,,, ou A € K.

Une homothétie est un endomorphisme de E de la forme A\ d, ou A\ € K.

Pour tout entier n > 1, on désigne par (ex),.;, la base canonique de K" et par (E;;)
celle de M, (K), ot les matrices E;; sont définies par :

1<i,j<n

| Osik#y
Yk € {1,-.. 7n}, Eijek—{ e Sik:j
(la colonne k # j de E;; est nulle et la colonne j a tous ses termes nuls sauf celui en ligne i qui
vaut 1), ou encore :

E’i’: (07 7076ia07"' 70)

le vecteur e; étant placé en colonne j, soit (E;;)
On vérifie facilement (exercice ?7) que :

EijEji = Ei
EijEy =0sij#p

pq = Oip0gj, O Ops est le symbole de Kronecker.
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2 Le groupe linéaire en dimension finie

1.1 Premiéres propriétés
Le théoréme qui suit nous donne des définitions équivalentes du groupe linéaire GL (E).

Théoréme 1.1 Pour u € L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :
1. we GL(E);
2. ker (u) = {0} (ce qui revient & dire que u est injectif) ;
3. Im (u) = E (ce qui revient a dire que u est surjectif) ;
4. rg(u) =n;
5. det (u) #0;
6. u transforme toute base de E en une base de F ;
7. il existe v € L (FE) tel que wov = Id (u admet un inverse a droite) ;

8. il existe w € L (E) tel que wou = Id (u admet un inverse a gauche).

Démonstration. Cela se déduit facilement des définitions et du théoréme du rang. |

Pour E de dimension infinie, certaines de ces équivalences ne sont plus vraies.

La condition v o u = Id nous dit seulement que u est injectif (ker (u) = {0}) et que v est
surjectif (pour tout y € E, on a y = v (u(y))).

Dans le cas ou E est de dimension infinie dénombrable (par exemple £ = K [X]), en désignant
par (en),cy une base de E, 'application linéaire u [resp. v| définie par u (e, ) = en+1 pour tout
n € N [resp. v (eg) = 0 et v (e,) = e,—1 pour tout n € N*) est injective (elle transforme une base
en systéme libre) et non surjective (ey n’a pas d’antécédent) [resp. surjective (elle transforme
une base en un systéme générateur) et non injective (eg € ker (v))| et on a v ou = Id.

Mais, on a quand méme le résultat suivant, valable en toute dimension.

Théoréme 1.2 Siu € L(E) admet un unique inverse & gauche [resp. & droite], il est alors
inversible.

Démonstration. Supposons qu’il existe un unique v € L (E) tel que v o u = Id [resp.
uowv = Id|.

Dans ce cas, on a uovou=u, soit (uov—Id)ou=0 [resp. uo (vou—Id)=0].

En posant w = uwov — Id [resp. w =vou—Id],onawou=0et vou = Id [resp. uow =0
et wowv = Id|, ce qui donne par addition, (v +w) ou = Id [resp. uo (v + w) = Id|, ¢’est-a-dire
que v+ w est un inverse a gauche [resp. a droite] de u, donc v+ w = v (unicité d’un tel inverse)
et w =0, soit wowv = Id [resp. vou = Id|, ce qui signifie que u € GL (E) avec u™! = v. ]

L’équivalence entre u transforme toute base de E en une base de F et u € GL (F) est encore
vraie en dimension infinie.

Siu€ GL(E) et B = (€;),c; est une base de E, tout y € E s’écrit :

y=u(r)=u (Z l‘j%‘) = wjuey)

finie finie

donc u (B) est génératrice.
Si iju (e;) =0, on a alors ijej = 0 et tous les z; sont nuls, donc u (B) est libre.

finie finie
Réciproquement soit € £ (F) qui transforme toute base de E en une base de E.

S’il existe x # 0 tel que u (x) = 0, on compléte {x} en une base B = {z} U B de F telle que
u(B) = {0} Uu(B’) n’est pas une base de E, ce qui contredit 'hypothése de départ.
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Donc u est injectif.
Si B est une base de F, comme u (B) en est aussi une tout y € E s’écrit y = Z:cju (ej) =

finie
U (ije]) , ce qui signifie que u est surjective.
finie
Exercice 1.1
1. Montrer que siu € GL(E), on a alors u™' € K[u].
2. Le résultat précédent est-il valable en dimension infinie ¢

3. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de L (E) contenant Id et stable par la

composition des endomorphismes, l’ensemble G = F' N GL (E) est alors un sous-groupe
de GL (E).

Solution 1.1 Voir l'exercice 77.

Exercice 1.2 On suppose que n > 2.

1. Montrer que pour toute forme linéaire { sur M, (K), il existe une unique matrice B €
M, (K) telle que :
VAe M, (K), ¢(A) =Tr(AB)

ce qui signifie que Uapplication linéaire :

B — @ (B): A~ Tr(AB)

est un isomorphisme.

2. En déduire que pour tout hyperplan H de M,, (K), on a HNGL, (K) # 0 (GL, (K) coupe
tout hyperplan de M., (K)).

Solution 1.2 Pourn =1, on a M,, (K) =K, GL, (K) = K* et H = {0}, donc HNGL,, (K) =
0.

1. Pour toute forme linéaire £ sur M,, (K), il existe des scalaires ¢;; € K tels que :

VA = ((@ij))1gi,j§n € M, (K), £(A) = Z Cij i

1<ij<n
En désignant par B la matrice B = t((cij))lgi,jgnv on a -
(AB); =) _aibji =) aici; (1<i<n)
J=1 j=1
donc : o §
¢ (A) = ;5Cij = (AB),” =Tr (AB)
=1 j=1 =1
et { = (B).

L application linéaire ¢ est donc surjective et comme les espaces M, (K) et (M,, (K))*
sont de méme dimension, c’est un isomorphisme.
On peut aussi vérifier que ¢ est injective en utilisant la base canonique (E;j)

de

1<izj<n
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Si B € M,, (K) est telle que ¢ (B) =0, on a alors Tr (E;;B) = 0 pour tous i,j compris
entre 1 et n avec :

0 0
Ej;B=| bjp --- -+ by | <— ligne
0 0

ce qui nous donne b;; = Tr (E;;B) = 0.

. Si H est un hyperplan de M, (K), il existe alors une forme linéaire non nulle ¢ sur
M., (K) telle que H = ker ({).

Une telle forme est définie par :
VA = ((ai))1c1yen € Mo (K), £(A) = Tr (AB)

avec B = ((bij)),<; j<, # 0 dans M, (K).
Il s’agit alors de justifier existence de A € GL,, (K) telle que Tr (AB) = 0.
Pour tous 1,7 compris entre 1 et n, on a alors

g (EZ]) =Tr (EZ]B> =Tr bjl bjn = b]z

et pour tout scalaire \ :

Si la matrice B n’est pas diagonale, il existe alors i # j tels que bj; # 0, de sorte que
I, + A\E;; € GL,, (K) (son déterminant vaut 1) et on aura :

pour A = _Trb(”B).
Pour B = diagjzx\l, <+ \n) diagonale non nulle, on a :
)\1&1,1 )\2611,2 te )\nalm,
VAE M, (K) CAB = >\1(‘12,1 )\2612,2 ce )\na2,n
)\16'Ln,1 A2a1'1,2 s Anan,n

et toute matrice A € GL,, (K) telle que a; = 0 pour tout i compris entre 1 et n est dans
H. Par exemple la matrice de permutation :

o o0 0 --- 1
10 0 --- 0
A=10 1 '
' 0 0
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conuvient.

On peut aussi raisonner en utilisant le rang de B.

Comme B est non nulle son rang r est non nul et elle est équivalente a la matrice B, =
IT‘ rnNn—r - - . . .

( 0 O ) , ce qui signifie qu’il existe P, Q dans GL,, (K) telles que B = PB,Q,

n—r,r OTZ—’I‘,TL—T
ce qui nous donne pour toute matrice A € M, (K) :

((A) = Tt (APB,Q) = Tt (QAPB,)

et il s’agit de trouver A’ € GL,, (K) (donc A= Q'A'P~' € GL, (K)) telle que Tr (A'B,.) =
0.
La matrice de permutation :

0 0 O 1

1 0 0 0
A=10 1

: 0 O

convient.

Exercice 1.3 On suppose pour cet exercice que le corps K est de caractéristique différente de
2.

1. Montrer qu’il existe une base de L (F) formée d’automorphismes.

2. Pour K = C, déduire le résultat précédent de la densité de GL (E) dans L (FE).

3. Pour K = C, montrer la densité de GL(F) dans L(E) en utilisant le résultat de la
premiére question.

Solution 1.3

1. Pour n =1, c’est clair (tout élément de GL (F) = K* est base de L (E) = K).
Pour n > 2, a toute base B = (ei),,<,, de E, on associe la base (uij), ., o, de L(E)
définie par :

0sik=#j

<ij k<

Usj (ek) = 5j,k€i = {

(la matrice E;; dans la base B de u;j a tous les termes nuls sauf celui en ligne i et colonne
J qui vaut 1 et (Ey) i, est la base canonigque de M, (K)).
On vérifie alors que la famille d’automorphismes :

est une base de L (E) (comme K est de caractéristique différente de 2, on a bien B C
GL(E)).
L’égalité :

a11[d+2aii (Id+u“) + Z Q5 ([d+Uij) =0

i=2 1<i#j<n
s’écrit :
n n
(Z a) Id+ ) aiui + ( > a”) Id+ Y ayu; =0
i=1 =2 1<i#j<n 1<i#j<n
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n

soit en notant o« = Za“’ b= Z a;; et tenant compte de Id = Zu” :

i=1 1<i#j<n i=1

(a+5)u11+2(a+ﬂ+aii)uu‘+ Z ajjuij =0
i=2 1<i#j<n
ce qui donne a;; =0 pour 1 <i#j<n,=0,a=0,a;=0pour2<i<mn etay,=0.

2. Pour K= C, V = Vect (GL (F)) est un sous espace vectoriel fermé de L (E) (on est en
dimension finie) qui contient GL (E) , il contient donc son adhérence c’est-a-dire L (E).
Donc V- = L (E) et du systéeme générateur GL (E) on peut extraire une base.

3. En désignant par (vij),<; <, une base de L(E) formée d’automorphismes, tout endo-

morphisme v € L(E) sécrit u = Z a;jvi; et il nexiste qu’un nombre fini d’en-
1<i,j<n
. 1 . .
tiers k > 1 tels que det Z a/ij"_E vij | = 0 (la fonction polynomiale X\ —
1<i,j<n

det ( Z (a;; + A) vi]) n’a qu’un nombre fini de racines complezes), il existe donc un

1<i,j<n

1
entier kg > 1 tel que up = Z <a,»j+ E) vi;j € GL(E) pour tout k > ko et on a
1<i,j<n

w= lim wuy.
k—+o00

1.2 Sous-groupes de GL (EF)
SL(E) [resp. SL, (K)| est le sous-ensemble de L (E) [resp. de M,, (K)| défini par :
SL(E)={ue L(E)|det(u)=1}

SLn (K) = {A € M, (K) | det (4) = 1}

On rappelle qu’une suite exacte est la donnée de trois groupes N, G, H et de deux morphismes
de groupes : .
{1} = N5G5 H - {1}

tels que 7 est injectif, p est surjectif et Im (i) = ker (p) .

Théoréme 1.3 SL (E) est un sous-groupe distingué de GL (E) isomorphe a SL,, (K) (qui est

L(E
aussi distingué dans GL, (K)), le groupe quotient 557 ((E)> est isomorphe a K* et on a la suite
eracte : ‘
{Id} = SL(E) % GL(E) 8 K* — {Id}

ou 1 est l'injection canonique de SL(E) dans GL (F) .

Démonstration. L’application det étant un morphisme de groupes surjectif de GL (E) sur
K*, son noyau SL (E) est un sous-groupe distingué de GL (E).

Ce morphisme det induit donc un isomorphisme du groupe quotient sur le groupe

L(E
SL(E)

multiplicatif K*.
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Le choix d’une base de F réalise un isomorphisme de groupes de SL (F) sur SL,, (K).
Il est clair que la suite indiquée est exacte. [ ]
On rappelle que le centre Z (G) d’un groupe (G, -) [resp. d’un anneau| est :

Z(G)={9€G|Yhed, gh=hg}
:{g€G|VhEG, ghg_lzh}

C’est donc I'ensemble des éléments de G qui commutent a tous les autres.
Ce centre étant le noyau du morphisme de groupes :

d G - Aut(G)
g — ®,:h— ghg™!

(les @, sont les automorphismes intérieurs), ¢’est un sous-groupe distingué de G. Ce sous-groupe
est commutatif.

Il est facile de vérifier que si deux groupes sont isomorphes, il en est alors de méme de leurs
centres.

En effet, si G, G’ sont deux groupes et ¢ : G — G’ un isomorphisme de groupes, on a alors :

(g€ 2(G) & (Vhe G, gh=hg) = (Vhe G, ¢(g)¢(h) = ¢ (h)¢(g))
& (Ve G p(g)h =hp(g)) < (plg) € Z(G)

Il en résulte que ¢ induit un isomorphisme de groupes de Z (G) sur Z (G').
On note :
i (K) = {A €K | A" = 1}

I’ensemble des racines n-émes de I'unité dans K*.
Lemme 1.1 p, (K) est un sous-groupe cyclique du groupe multiplicatif K*.

Démonstration. y, (K) est le noyau du morphisme de groupes ¢, € A € K* — \", c’est
donc un sous-groupe fini du groupe multiplicatif K* de cardinal au plus égal a n (racines dans
K du polynome de degré n, X™ — 1) et en conséquence il est cyclique. [ ]

Théoréme 1.4 On a :
Z(GL(E))=K*-Id et Z(SL(FE)) = u, (K)-Id

Démonstration. Comme GL (E) [resp. SL (F)] est isomorphe a GL,, (K) [resp. & SL,, (K)],
il nous suffit de déterminer les centres de GL, (K) et SL,, (K).

Une matrice A = ((aij)),<; j<, € Z (GLy (K)) [resp. A € Z (SL, (K))| commute en particu-
lier & toutes les matrices (de transvection) I,, + E;; € SL,, (K) C GL,, (K) ou 1 < i # j < n,
donc elle commute & toutes les matrices £;; pour 1 <i # j < n.

Avec :
n

AE,;jej = Aei = Zakiek = Ez-jAej = Ez’j (Z akjek> = Q;;€;
k=1 k=1
on déduit que ay; = 0 pour k # @ et a; = ajj, c'est-a-dire que A = X[, avec A € K* [resp.
A € py, (K)] (puisque det (A) = A™ # 0 [resp. det (A) = A" = 1]).
Réciproquement, une telle matrice scalaire est dans Z (GL,, (K)) [resp. dans Z (SL,, (K))].
On a donc Z (GL,, (K)) =K*- I, et Z(SL(F)) = u, (K) - Id. [
Le groupe p,, (K) étant cyclique d’ordre divisant n, il en est de méme du centre Z (SL,, (K)).
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Pour K=C:

Z(SLy (C)) = {egi’f”fn, 0<k<n-— 1}

est cyclique d’ordre n.

Pour K=R:
{I,} sin est impair

{=1,,I,} sin est pair

2(L, ®) = {

est cyclique d’ordre 1 ou 2.

On peut vérifier que le centre de £ (F) est formé des endomorphismes qui laissent stables
tous les sous espaces vectoriels de dimension r de £, ’entier  compris entre 1 et n — 1 étant
donné (exercice ?77).

De maniére plus générale, on a les résultats suivants pour £ de dimension finie ou infinie.

Exercice 1.4 Pour cet exercice, [’espace vectoriel E est de dimension finie ou infinie et u €

L(FE).
1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) u est une homothétie;

(b) u laisse stable toute droite de E ;
(¢) u laisse stable tout hyperplan de E;
(d) ‘u laisse stable toute droite de E* ;

(e) ‘'u est une homothétie.

2. Déduire de la question précédente que le centre de Uanneau L (E) est K- Id, puis que le
centre du groupe multiplicatif GL (E) est K* - Id.

Solution 1.4

1. (a) = (b) Siu est une homothétie, il laisse alors stable tout sous-espace vectoriel de E,
donc toute droite.
(b) = (a) Soit uw € L(F) qui laisse stable toute droite de E.
Cela signifie que, pour tout x € E\ {0}, il existe A, € K tel que u (x) = \,x.
En désignant par (e;),c; une base de E, il eviste une famille de scalaires (\;),.; telle que :

Vi € I, U(@Z) = /\Z-ei
Pour i # j dans I, on a alors :
/\i,j (61' — ej) =U (61' — ej) = /\iei — /\jej

ou N\ij € K et \; =\ j = \; puisque la famille (e;, e;) est libre. En notant X la valeur
commune des \;, on a u(e;) = Ae; pour tout i € I, ce qui revient a dire que u = N\l dg.
(a) = (c) Siu est une homothétie, il laisse alors stable tout sous-espace vectoriel de E,
donc tout hyperplan.

(¢) = (d) Soit u € L(E) qui laisse stable tout hyperplan H de E (i. e. pour tout x € H,
u(x) e H).

Pour toute forme linéaire ¢ € E*\ {0}, H = ker () est un hyperplan de E et pour a € E
tel que ¢ (a) # 0, on a E = Ka @ H, chaque vecteur v € E s’écrivant x = Aa + h avec
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A= 2 e e
¢ (a)
On a alors, en tenant compte du fait que u(h) € H :

() (1) = o (u (@) = o O (@) +u (h) = Mg (u(a)) = L2 (u (@) = o ()

p (u(a))
¢ (a)

(d) = (e) C’est déja vu en remplagant E par E*.

(e) = (a) Montrons que si ‘v = N dg~, on a alors u = \dg.

Siu # MNdg, il existe alors un vecteur v € E\ {0} tel que y = u(x) — Az # 0 et en

complétant y en une base B de E| la forme linéaire ¢ définie par ¢ (y) =1 et p(e) =0

pour e € B\ {y} est telle que ('u(p) — Ap) () = ¢ (u(z)) — Ap () = ¢ (y) = 1, ce qui

contredit I’égalité 'u (o) = Ap.

avec fi, = € K. On a donc "u(p) = pyp et 'u laisse stable toute droite de E*.

(a) Siu est dans le centre de L (E), pour tout x € E \ {0} il commute a un projecteur
Pz sur la droite Kz (parallélement a un hyperplan H, supplémentaire de Kz ), donc
Pz (u(z)) =u(ps (z)) =u(x) et u(x) € Kz, ce qui signifie que u laisse stable toute
droite de E et c’est une homothétie.
On a donc Z (L(E)) =K Id.

(b) Pour dim (E) =1, on a Z(GL(E)) =GL(F)=K*-Id.
On suppose E est de dimension finie ou infinie au moins égale a 2 et on se donne
ue Z(GL(E)).
Pour montrer que u est une homothétie, il nous suffit de montrer que u laisse stable
tout hyperplan de E.
Si H =ker (@), ot ¢ € E*\ {0} est un hyperplan de E, on a alors E =Ka® H ou
a € E est tel que v (a) # 0.
On se donne b € H \ {0}, on se donne une base By de H et on définit v € L (F)

par :
v(a)=a+b
Ve € By, v(e) =e

de sorte que v € GL(E) (son inverse est défini par v='(a) =a—betv'(e) =¢
pour tout e € By) et H = ker (v — Id). Comme u commute & v, Uhyperplan H
est stable par w (pour h € H, on a (v—1d)(u(h)) = u((v—1Id)(h)) = 0, donc
u(h) € ker (v —1Id) = H).

Doncu € GL (E) laisse stable tout hyperplan de E et ¢’est une homothétie de rapport
non nul.

On a donc Z (GL (E)) = K*Id.
Exercice 1.5 Les groupes GL, (Q), GL, (R) et GL,, (C) peuvent-ils étre isomorphes ¢

Solution 1.5 Si KL sont deux corps et ¢ : GL, (K) — GL, (L) est un isomorphisme de
groupes multiplicatifs, il induit alors un isomorphisme de Z (G L, (K)) = K*I,, sur Z (GL, (L)) =
L*1,, ce qui induit un isomorphisme de groupes de K* sur IL*.

Comme Q* est dénombrable, il ne peut étre en bijection avec R* [resp. C*] qui ne ’est pas.
Comme 1 est d’ordre 4 dans C* et il n’y a pas d’élément d’ordre 4 dans R*, les groupes R* et
C* ne peuvent étre isomorphes.
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On peut vérifier que GL,, (K) est produit semi-direct de SL, (K) et K* (voir [?]). Avec
'exercice qui suit on donne une condition suffisante pour que G'L,, (K) soit isomorphe au produit
direct SL, (K) x K*.

C’est le cas par exemple pour K = R et n impair, ou pour K = F, et n premier avec ¢ — 1.

Exercice 1.6 On suppose que n > 2.

1. On suppose que le morphisme de groupes :

on: K = K*
A= A"

est un isomorphisme.

(a) Donner des exemples de telle situation.

(b) Montrer que Uapplication :

0,: SL,(K)xK* — GL, (K)
(S, \) — AS

est un wsomorphisme de groupes.

2. On suppose qu’il existe un sous-groupe G de GL,, (K) tel que 'application :

0,: SL,(K)xG — GL,(K)
(S, A) — SA

soit un isomorphisme de groupes.

(a) Montrer que Uapplication det : G — K* est un isomorphisme de groupes et que le
groupe G est commutatif.

(b) Montrer que G = Z (GL,, (K)) et GL, (K) est isomorphe SL, (K) x K*.

Solution 1.6
1.

(a) Pour K = R, ¢, est un isomorphisme si, et seulement si, n est impair (pour n =

2r + 1, la fonction x — 2?1 réalise une bijection de R sur R et pour n pair, on a
(-1)"=1).
Pour K =TF,, ¢, est un isomorphisme si, et seulement si, ker (¢,) = p, (F,) = {1}
(puwisque T, est fini), ce qui revient a dire que n premier avec q— 1 puisque i, (Fy) =
tinn(g—1) (Fq) est de cardinal n A (q — 1) (exercice 1.19).

(b) L’application :

0,: SL,(K)xK* — GL,(K)
(S, ) > AS

est un morphisme de groupes injectif.

En effet, il est clair que c’est un morphisme de groupes et pour (S, \) € ker (0,,) , on
a AS = I, donc \" = det (A\S) =1 et A € ker (¢,), soit A = 1 puisque que @, est
injective, ce qui nous donne S = I,,.

Comme @, est surjective, pour toute matrice A € GL,, (K), il existe un scalaire A €

1
K* tel que \* = det (A), donc la matrice S = XA est dans SL,, (K) et 0, (S,\) = A,

ce qui nous donne la surjectivité de 0,,.
On a donc GL, (K) « SL, (K) x K* = SL, (K) x Z (GL, (K)).
Par exemple, GLy,+1 (R) est isomorphe a SL, (R) x R*.
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2.
(a)

(b)

L’application det : G — K* est un morphisme de groupes.
Si A € ker (det) NG = SL, (K)NG, on a alors :

6, (A, A7) =1,

donc A = I,, puisque 0, est injective.

Donc det : G — K* est injectif.

Comme det : GL, (K) — K* est surjectif, pour tout A € K* il existe une matrice
B € GL, (K) telle que det (B) = X et comme 0, est surjectif, il existe (S, A) €
SL, (K) x G tel que SA = B.

On a alors A = det (B) = det (S) det (A) = det (A) .

Donc det : G — K* est surjectif et c¢’est un isomorphisme de groupes.

Comme K* est commutatif, il en est de méme de G.

Soit A € G.
Pour toute matrice B € GL,, (K) il existe un unique couple (S, A’) € SL, (K) x G
tel que B =SA’ et comme G est commutatif, on a :

AB = (I,A) (SA)) = 0, (In, A) 0, (S, A') = 0, (L., A) (S, A'))
=0, (S, AA") = SAA' = SA'A = BA

donc A € Z (GL, (K)).
On a donc G C Z (GL, (K)).
Soit A= ul, € K*I, = Z (GL, (K)).
Comme det : GL,, (K) — K* et 0,, : SL,, (K) x G — GL, (K) sont surjectifs, il existe
B e GL, (K) et (S,A") € SL,, (K) x G tels que det (B) = pn et B = SA’. La matrice
A" étant dans G C Z (GL, (K)), elle s’écrit A" = X, et on a B = \S, de sorte que
p=det (B) = A"det (S) = \".
Il en résulte que A = pl, = \"I, = (\,)" = (A")" € G puisque G est un groupe.
On a donc Z (GL,, (K)) C G et l’égalité G = Z (GL,, (K)).
L’application det : G = Z (GL, (K)) — K* étant un isomorphisme de groupes, la
composée :

AEK s A, € G det (M) = A" = o, (A)

est un isomorphisme.

Réciproquement, si @, est un isomorphisme, on a vu que pour H = Z (GL,, (K)),
Uapplication 0, est un isomorphisme.

On a donc montré que : @, : A € K* — A" est un isomorphisme si, et seulement si,
il existe un sous-groupe G de GL, (K) tel que 6, : (S,A) € SL, (K) x G — SA €
GL, (K) est un isomorphisme.

Exercice 1.7 Montrer que :

Z

(GL(E)) ={ue GL(E)|Yve GL(E), 3N € K" tel que uov=X\-vou}

Solution 1.7 Il est équivalent de montrer que :

A

(GL, (K))={A e GL,(K) |VB € GL, (K), 3IX € K* tel que AB = \BA}

On traite d’abord le cas o n =2 (pour n =1, il n’y a rien & prouver).

Soit A =

( CCL Z ) € GLy (K) telle que AB = ApBA pour toute matrice B € GLy (K) (le
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scalaire A dépend de B).

On a alors det (AB) = M4 det (BA) = A% det (AB) et en conséquence N\ = 1 (puisque AB €
GLy (K)), donc A\p = £1.

En caractéristique 2, on a Ag = 1 et c’est terminé.

En caractéristique différente de 2, pour B = ( (1) 1 > € SLy (K), dans le cas ot \g = —1, on
a:
ap— (@ a-+b _ BA- _ a+c b+d
c c+d c d

ce qui impose c = —c etc=0,d = —d et d =0, ce qui contredit le fait que A est inversible, on
a donc \g =1, soit :

a a+b\ [a+c b+d

c c+d ) c d

doncc=0 et a=d.
10

11 ) € SLy (K), on aboutit ab=0et A€ K*- I, =

De manieére analogue, en prenant B = <

Z (GLy (K)).
Pour n > 3, en utilisant les matrices B =1, + E;; € SL, (K) o0 1 <i# j<n,ona:

En prenant ["image de ej, on a :

Aej + AEijej = Aej + A@i = )\ijAej -+ )\ijEij (Z akjek)
k=1
= )\ijAej + /\,-jajje,-
s01t :
(1 - )\U) Aej + Aei = )\ijajjei

avec a;j # 0 puisque la famille (Aej, Ae;) est libre (du fait que A € GL,, (K)).
En prenant l'image de e, pour 1 <k #j7<mn, ona:

Aek = )\ijAek + )\ijEij (Z &pk€p> = )\ijAek + )\ijajkei
p=1
s01t :
(1 — /\1]> Aek = )\ijajkei
Pour \;; # 1, on abouti & aji # 0, donc :

—\jj

1
(1= Nij) Aej + Ae; = Njjajje; = ay; 0
jk

Aek

ce qui contredit le fait que la famille (Ae;, Ae;, Aey) est libre en prenant k différent de i (ce qui
est possible pour n > 3).

On a donc N\jj = 1, soit AE;; = E;;A pour tous i # j compris entre 1 et n, donc A est une
matrice scalaire et A € Z (GL,, (K)).

L’autre inclusion est évidente.
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On note :
_ GL(E) GL(E)
PGL(E) = Z(GL(E)) K*-Id
et :
SL(E) SL(E)
PSLE) = Z05L(E) ~ m (K) - Id

(groupes projectifs linéaires).

Dans le cadre matriciel, on note :
GL,(K) _ GLn(K)
(GL,(K)) K+,

PGL, (K) =

et :
SL, (K) SL, (K)
PSL, (K) = =
= 260, ®) w1,
Comme le centre Z (G) d’un groupe G est un sous-groupe distingué de GG, ces quotients sont
bien des groupes.

Théoréme 1.5 Ona Z (PGL(E)) = Z (PSL(E)) = {Id} [resp. Z (PGL, (K)) = Z (PSL, (K)) =
{1}

Démonstration. Dire que A € Z (PGL, (K)) revient a dire que AB = BA pour tout
B € PGL, (K), ce qui équivaut a dire qu'il existe A\p € K* tel que AB = AgBA, soit que
AeZ(GL,(K)=K*-I,ouA=1,

On a donc Z (PGL, (K)) = {I,}.

On a aussi prouvé que Z (PSL, (K)) = {I,} . n

Théoréme 1.6 Pour K algébriquement clos, les groupes PGL (E) et PSL (E) [resp. PG L, (K)
et PSL, (K)/ sont isomorphes.

Démonstration. L’injection i : SL, (K) — GL, (K) induit un morphisme de groupes

injectif :
SL, (K) GL, (K)

fin (K) - I, K*- 1,

Si A = B modulo p, (K) - I,,, on a aussi A = B modulo K* - [,,, donc 7 est bien défini.

Il est clair que 7 est un morphisme de groupes.

Si A dans SL, (K) est tel que A = [, modulo K* - [,,, on a alors A = A\, avec A € K* et
1 =det(A) = A", donc A = I, modulo p, (K) - I,.

Le morphisme 7 est donc injectif (que K soit algébriquement clos ou pas).

Pour B € GL, (K), il existe A € K* tel que det (B) = A" puisque K est algébriquement clos

1
et A= XB € SL, (K) est telle que A= B modulo K* - [,,.

Le morphisme 7 est donc surjectif et c¢’est un isomorphisme de PSL,, (K) sur PGL, (K). =

On rappelle qu'un groupe G est dit d’exposant fini s’il existe un entier m > 1 tel que ¢ =1
pour tout g € GG, ce qui signifie que tous les éléments de G sont d’ordre fini divisant n.

Le théoréme de Lagrange nous dit que tout groupe fini est d’exposant fini (si G est d’ordre
n > 1, tout élément g de G a un ordre qui divise n, donc g™ = 1), la réciproque n’étant vraie
en général.

Pour les sous-groupe de GL (E) et K algébriquement clos de caractéristique nulle, le théoréme
de Burnside qui suit nous dit que la réciproque est vraie, c¢’est-a-dire qu’un sous-groupe de
GL (FE) est fini si, et seulement si, il est d’exposant fini.

Avec 'exercice qui suit, on s'intéresse d’abord aux sous-groupes de GL (E) d’ordre 2.

7: PSL, (K) = — PGL, (K) =
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Exercice 1.8 On suppose que le corps K est de caractéristique différente de 2.

1. Soit G un sous-groupe de GL (E) non réduit a {Id} d’exposant égal a 2.

(a)
(b)

Montrer que tous les €léments de G sont diagonalisables de wvaleurs propres dans
{-1,1}.

Montrer que G est commutatif et fini de cardinal 2" ot r est un entier compris entre
0 et n.

2. Soient E, I deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives n > 1 et m > 1.
Montrer que ces espaces vectoriels sont isomorphes si, et seulement si, les groupes GL (E)
et GL (F) sont isomorphes.

Pour K fini de caractéristique 2, c¢’est encore vrai (exercice 1.17).
Pour K infini de caractéristique 2, c’est encore vrai (plus difficile, voir J. Fresnel, Algébre
des matrices, Hermann, exercice A.4.7.21.3).

Solution 1.8

1.
(a)

(b)

Tous les éléments de G C GL (F) étant d’ordre inférieur ou égal a 2, ils sont annulés
par le polynome X?—1 qui est scindé a racine simples puisque K est de caractéristique
différente de 2, donc ils sont diagonalisables avec leurs valeurs propres dans {—1,1}.

Dire que tous les éléments d’un groupe (G, -) sont d’ordre au plus égal a 2, revient
dire que lon a g*> =1, ou encore que g = g~ ', pour tout g € G.

Dans ce cas, pour tous g1, ga dans G, on a g1g2 = (9192) " = 95 97" = gog1, done G
est commutatif.

Comme G C GL (E) est commutatif avec tous ses éléments diagonalisables, ils sont
simultanément diagonalisables.

Il eziste donc une base (€;),.,., de E dans laquelle, la matrice de chaque endomor-
phisme u € G est de la forme :

er(u) 0 - 0
S
b O' 6n'(u)

ot e (u) € {—1,1}, pour tout k compris entre 1 et n.
On en déduit alors que 'application :

ur— (e (u), &2 (), en ()

réalise un isomorphisme de groupes de G sur un sous-groupe de {—1,1}".

Le groupe multiplicatif {—1,1}" étant d’ordre 2™ et ’ordre d’un sous-groupe divisant
lordre du groupe, on déduit que G est fini d’ordre 2" avec 0 < r < n.

De maniére plus générale, on peut montrer que si (G, -) est un groupe fini dont tout
les éléments sont d’ordre au plus égal a 2, il est alors commutatif et card (G) = 2P
(exercice 77 ).

2. Si E,F sont isomorphes, on a alors m = n et GL(E), GL(F) sont isomorphes a

GL,

(K), donc GL(E) est isomorphe a GL (F).

Réciproquement, supposons qu’il existe un isomorphisme de groupes ¢ de GL (E) dans
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GL(F).
On se donne une base B = (e;), <, de E et H est le sous-ensemble de GL (E) formé des
automorphisme u tels que :

u(e) =eie; (1<i<n,ee{-11})

Il est clair que H est un sous-groupe commutatif de GL (E) isomorphe au sous-groupe a
2™ éléments de GL,, (K) formé des matrices diagonales de termes diagonauzr dans {—1,1}
(comme caract (K) # 2, on a —1 # 1 dans K et ce groupe a bien 2™ éléments).

© (H) est alors un sous-groupe commutatif a 2" éléments de GL (F') avec n < m.
Comme E et F' jouent des roles symétriques, on a aussi m < n et m = n. Il en résulte
que E et F' sont isomorphes.

Le théoréme de Burnside qui suit nous donne deux caractérisations des sous-groupes finis de
GL (F) pour un corps K de caractéristique nulle et algébriquement clos.
Pour ce qui suit le corps K est supposé algébriquement clos et de caractéristique nulle

Lemme 1.2 Si G est un sous-groupe fini de GL (E), alors tous ses éléments sont diagonali-
sables et l’ensemble :

tr (G) = {tr (u) |u € G}
est fini.

Démonstration. Pour card (G) = 1, on a G = {Id} et le résultat est évident.

Soit G un sous-groupe de GL (F) de cardinal m > 2.

Le théoréeme de Lagrange nous dit que pour tout v € G, on a u™ = Id, c’est-a-dire que tous
les éléments de G sont annulés par le polynome P, (X) = X" — 1.

Le corps K étant algébriquement clos, ce polynome P, est scindé dans K [X].

Le corps K étant de caractéristique nulle, le polynéome dérivée mX™ ! s’annule uniquement
en 0, donc le polynome P, est scindé a racines dans K |[X]| et tous les éléments de G sont

diagonalisables.
Les valeurs propres de tout u € GG étant racines de X™ — 1, elles sont en nombre fini quand
u décrit G et en conséquence, tr (G) est fini. |

Nous allons montrer que la réciproque du lemme précédent est vraie, puis que tout groupe
G d’exposant fini dans GL (E) a tous ses éléments diagonalisables, 'ensemble tr (G) étant fini,
ce qui prouvera le théoréme de Burnside.

Pour ce faire nous utiliserons les lemmes suivants qui nous donnent une caractérisation des
endomorphismes nilpotents en utilisant la trace.

Lemme 1.3 Un endomorphisme v € L (E) est nilpotent si, et seulement si, 0 est la seule
valeur propre de u.

Démonstration. Si u € L (E) est nilpotent d’ordre ¢ > 1, on a alors u?™! # 0 et u? = 0,
donc le polynéme minimal de u est m, (X) = X7 et 0 est 'unique valeur propre de u.

Réciproquement si 0 est la seule valeur propre de v avec K algébriquement clos, le polynome
minimal de u est alors X? avec 1 < ¢ < n et u est nilpotent. ]

Lemme 1.4 Un endomorphisme u € L (FE) est nilpotent si, et seulement si, Tr (uk) =0 pour
tout k compris entre 1 et n = dim (F) .
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Démonstration. Si u € £ (E) est nilpotent, il en est alors de méme de u* pour tout entier
k > 1, donc 0 est I'unique valeur propre de u* et Tr (uk) = 0.

Réciproquement soit u € L (E) tel que Tr (uk) = 0 pour tout k& compris entre 1 et n.

S’il existe des valeurs propres non nulles A,---, A, d’ordres respectifs ay,---, o, avec p
compris entre 1 et n, on a alors :

Z%A’“—o (1<k<p)

(comme K est algébriquement clos, il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
triangulaire de diagonale (0,---,0, A1, -+ , A1, -+, Ay, -+ -, A,) et dans cette base, la matrice de
u¥ est également triangulaire de diagonale (0, RN (D LI LI ,)\';, e ,)\’;)).

La matrice de ce systéme de p équations aux p inconnues «; est une matrice de type Van-
dermonde de déterminant :

Ao A » 1 - 1 )
o =1 o o s =TI T a0
X j=1 Ao Ap~1 j=1  1<i<j<p-1

ce qui entraine que tous les a; sont nuls. Mais on a alors une contradiction avec a;; # 0 dans K
qui est de caractéristique nulle.
En définitive 0 est la seule valeur propre de u et u est nilpotent. ]
Le lemme précédent est en fait valable pour K de caractéristique nulle.

Exercice 1.9 Pour K de caractéristique nulle, montrer qu’un endomorphisme u € L (E) est
nilpotent si, et seulement si, Tr (uk) = 0 pour tout k compris entre 1 et n.

Solution 1.9 Pour la condition nécessaire, il suffit de vérifier qu’un endomorphisme nilpotent
est de trace nulle (pour tout entier k > 1, u* est aussi nilpotent).

Pour ce faire, on peut procéder par récurrence sur la dimension n > 1 de E.

Pour n =1, l'unique endomorphisme nilpotent est [’endomorphisme nul et sa trace est nulle.
Supposons le résultat acquis pour les espaces vectoriels de dimension au plus égale an —1 > 1
et soit u € L (E) nilpotent d’ordre ¢ > 1 avec E de dimension n > 2.

Comme 0 est valeur propre de u, il existe un vecteur non nul ey dans le noyau de u et en
complétant ce vecteur en une base B de E, la matrice de u dans cette base est de la forme

A:(O @ ) ot o € My 1 (K) et Be M, (K).

0 B
0 abBf
Avec AT = ( 0 Bt

(Uhypothése de récurrence nous donne le résultat sur M, (K)), ce qui entraine Tr(u) =
Tr (A) =Tr(B) = 0.
On peut aussi utiliser le théoréme de réduction des endomorphismes nilpotents (théoréme 77 ).
Pour la réciproque, on procéde encore par récurrence sur la dimension n > 1 de E.
Pourn =1, on au(z) = Az, tr(u) = X et le résultat est trivial.
Supposons le résultat acquis pour les espaces vectoriels de dimension au plus égale an —1 > 1
et soit u € L (E) tel que Tr (u¥) = 0 pour tout k compris entre 1 et n = dim (E) > 2.

n

) = 0, on déduit que B est nilpotente et en conséquence Tr(B) = 0

En désignant parP, (X) = > ap X" le polyndéme caractéristique de u et en tenant compte de
k=0

P, (u) = kz_oakuk =0 et tr (u*) =0 pour k =1, ,n, on déduit que tr (P (u)) = nag = 0 et
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ag = det (u) = 0 puisque K de caractéristique nulle.
Donc 0 est valeur propre de u et il existe une base B de E, dans laquelle la matrice de u est de

la forme A = 8 g ot a € My,,—1(K) et Be M, (K).
Avec AF = 0 aB™ on déduit que tr (Bk) = tr (Ak) = tr (uk) = 0 pour tout k =
0 Bk )
1,--- ,n et Uhypothése de récurrence nous dit que B est nilpotente.
P
Enfin, en notant p Uindice de nilpotence de B, avec APT! = ( 8 gzﬁl ) =0, on déduit que

A est nilpotente et il en est de méme de u.

Lemme 1.5 Soient G un sous-groupe de GL (F), F' le sous-espace vectoriel de L (E) engendré
par G, B = (u;),<;c, une base de I’ extraite de G et @ Uapplication :

p: G — KP
u — (tr(uowuy), - ,tr(uowuy))

Siu,v dans G sont tels que ¢ (u) = ¢ (v), 'endomorphisme wo v~ — Id est alors nilpotent.
Dans le cas ou tous les éléments de G sont diagonalisables, l'application o est injective.

Démonstration. Si u,v dans G sont tels que ¢ (u) = ¢ (v), on a alors tr ((u —v) ou;) =0
pour tout j compris entre 1 et p, ce qui revient a dire que tr ((u — v) o w) = 0 pour tout w € F.

Il en résulte que tr ((uwov™! — Id) ovow) = 0 pour tout w € G, ce qui revient a dire que
que I'on a tr ((uov™! — Id) ow) = 0 pour tout w € G puisque I'application w +— v o w est une
permutation de G.

On a donc uov™! € G (G est un groupe) et tr(uo v

ow) = tr (w) pour tout w € G, ce
qui entraine tr (uov™!) = tr (Id) = n et par récurrence tr ((u o U_1>k> = n pour tout k > 0.
Il en résulte que, pour tout » > 1, on a :

tr((uov™ —1d)") = Z (;) (-1t ((u o v_l)k>

_ n;% (;) (—1)"F=n(1-1) =0

et en conséquence, u o v~! — Id est nilpotent.

Si tous les éléments de G sont diagonalisables, 'endomorphisme u o v™! qui est dans G est
diagonalisable et il en est de méme de uov™t — Id.

Cet endomorphisme est donc diagonalisable et nilpotent et en conséquence nul (sa seule
valeur propre est 0).

On a donc uowv™t = Id, soit u = v et ¢ est injective. [ ]

Théoréme 1.7 (Burnside) Soit G un sous-groupe de GL (E).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est fini;
2. G est d’exposant fini;

3. tous les éléments sont diagonalisables et tr (G) est fini.

Démonstration.
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(1) = (2) Sile groupe G est fini, le théoréme de Lagrange nous dit alors qu’il est d’exposant fini.

(2) = (3) Si G est d’exposant fini, il existe alors un entier m > 1 tel que v™ = Id pour tout v € G
et tous les éléments de G sont diagonalisables du fait qu’ils sont annulés par le polyndéme
X™ — 1 qui est scindé a racines simples dans K algébriquement clos (pour m = 1 c’est
clair et pour m > 2, le polynome dérivé mX™~! s’annule uniquement en 0 puisque K est
de caractéristique nulle).
Les valeurs propres de tout u € G étant racines de X™ — 1, elles sont en nombre fini
quand u décrit G.
Il en résulte que tr (G) est fini est fini.

(3) = (1) SiG atous ses éléments diagonalisables, le lemme précédent nous dit que G est en bijection
avec le sous-ensemble ¢ (G) de KP.

Si de plus tr (G) est fini, ¢ (G) est alors une partie finie de K? en bijection avec G, donc G
est fini. |

Pour G sous-groupe fini de GL (F), en notant 6 (u) I'ordre d'un élément u de G, ’exposant
de G est lentier r = Il?eaécﬁ (u).

Dans le cas ou G est commutatif et K = C, les éléments de G sont simultanément diago-
nalisables, leurs valeurs propres étant dans I’ensemble I',. des racines r-émes de 'unité, donc il
existe une base E dans laquelle la matrice de chaque u € G est de la forme :

M@ 0 -0
po| ¢
0 e 0 A ()

ou A\ (u) € I, pour tout k compris entre 1 et n.
On en déduit alors que I'application :

wr— (A (u), Az (u) -5 An (u)
réalise un morphisme de groupes injectif de G dans '} et G est isomorphe a un sous-groupe de

I'?, il est donc d’ordre qui divise 7.

1.3 Générateurs de SL (F) et de GL (E)

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et E* est ’espace dual de E.

Définition 1.1 Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E.
On appelle transvection d’hyperplan ker (@) toute application linéaire uw € L (E) définie par :

Vr e E, u(x)=x+¢(x)a (1.1)
ot a € ker ().

Définition 1.2 Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E.
On appelle dilatation d’hyperplan ker (¢) toute application linéaire u € GL (E) définie par :

Vee E, u(zx)=x+¢(x)a (1.2)

ot a € E\ ker (p).
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On notera 7, , = Id+ ¢ - a une transvection définie par (1.1), ot ¢ € E*\ {0} et a € ker (¢)
et 0,0 = Id+ ¢ - a une dilatation définie par (1.2) o ¢ € E*\ {0} et a ¢ ker (¢).

Avec notre définition Id = 7, est une transvection (transvection triviale). C’est la définition
prise par Ramis-Warusfel, mais pas celle de Perrin ou I'identité n’est pas une transvection.

Théoréme 1.8

1. Une transvection est dans GL (E).
2. Une dilatation 6,4 est dans GL (E) si, et seulement si A =1+ ¢ (a) # 0.

Démonstration.

1. L’égalité 7,, () = 0 entraine x = —¢ () a € ker (¢), donc x = 7,, (x) = 0.
On a donc ker (7,,) = {0} et 7,, € GL(E).

2. Sidpq € GL(E), comme a ¢ ker(p), onaa # 0 et d,,(a) = (1+¢(a))a # 0, donc
A#0.
Réciproquement, en supposant A non nul, 1'égalité d,, () = = + ¢ (x)a = 0 entraine
o (z)(1+¢(a)) =0, donc p(x) =0et z=0.
On a donc ker (d,,,) = {0} et 0,, € GL(E).

n
Pour une dilatation d,, qui est dans GL (E), le scalaire A = 1+ ¢ (a) € K\ {0,1} est le
rapport de la dilatation (A # 1 puisque ¢ (a) # 0).

Pour K de caractéristique différente de 2 et A = —1, on dit que J,, est une réflexion
d’hyperplan ker (¢) .
Siu=10d,, =0ya,0naalors ¢ (r)a = ¢ (z)ad pour tout x € E, donc ¢’ (a')d’ = ¢ (d')a
a a
avec ¢ (a’) # 0, ce qui nous donne a’ = ,( /) a,avec p(a')#0et p-a=¢ -d =¢ - 90/( 1) a,
o ¢ (d) ¢ (a)
soit ' = d (a,)
¢ (a’)

Il en résulte que :
o=t (L80) = £ = 22 ) — i

Le scalaire A = 1 4+ ¢ (a) ne dépend donc que de la dilatation w.
Avec les deux théorémes qui suivent, on donne des définitions équivalentes des transvections
et dilatations.

Théoréme 1.9 Pour u € L (E)\ {Id}, les assertions suivantes sont équivalentes.
1. u est une transvection.
2. Il existe un hyperplan H de E tel que ujg = Idy et Im (u — Id) C H.
3. 1l existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :
I, 5 0
T, = 0 1
0 0

— = O

11
(pourn:2,T2:(0 1))
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4. 1l existe une base dans laquelle la matrice de u est de la forme :
Ti; (N) = I, + AE};
avec 1 <i#j<net\eK".
5. 1g (u—Id) =1 et le polynéme caractéristique de u est P, (X) = (X —1)".
Démonstration.
(1)=(2) Stu=r"1,,=1Id+¢-a (avec p € E*\ {0} et a € ker (¢) \ {0}) est une transvection

d’hyperplan H = ker (), on a alors :

et Im(u—Id) =Im(p-a) =Ka C H (p € E*\{0} est de rang égal a 1, donc surjective).
Soit u € L (F) \ {Id} pour lequel il existe un hyperplan H = ker (¢) (ou ¢ € E*\ {0})
tel que ujy = Idy et Im (u — Id) C H.

Pour e, ¢ H, on a E = H @ Ke, et le vecteur e,,_1 = u(e,) — e, est dans H (puisque
Im (v — Id) C H) et non nul (sinon u (e,) = e, et u = Id puisque uy = Idy), donc la
famille (e,_1,e,) est libre.

Pour n > 3, on peut compléter cette famille libre (e,_1,e,) en une base B = (ex), <<,

I, 0 0
de E dans laquelle la matrice de u est la matrice T}, = 0 11 (pour n = 2, la
0 01
. 11
matrice de u dans (e, ez) est Ty = ( 01 >)
La matrice de u dans une base adaptée est T, = I,, + Ep,—1, = Trm1.0 (1) .

Si la matrice de u # Id dans une base adaptée est T;; (A) = I, + AE;; ou 1 <i# j<n
et A € K*, on a alors :

rg (u— Id) =g (Tj; (A) — In) =18 (A\Ej;) =rg (Ey) =1
et :
P, (X) =det (X1, — Ty; (\) = det (X — 1) I, — AE;) = (X — 1)"

Soit u € L (F)\ {Id} tel que rg(u—1Id)=1et P,(X)=(X—-1)".

Comme dim (Im (u — Id)) = 1, il existe a € E'\ {0} tel que Im (u — Id) = Ka, donc pour
tout x € E, il existe un unique scalaire ¢ (z) € K tel que u (z) —x = ¢ (2) a.
L’application ¢ : £ — K ainsi définie est non nulle (puisque u # Id) et linéaire.

En effet, en notant v = u — Id, pour x,y dans F et A € K, on a :

v(z+My)=¢(x+My)a
=v(x)+ v (y) = (¢ () + e (y)a

avec a # 0, donc ¢ (v + A\y) = ¢ (z) + A (y) -
Si a ¢ ker (¢), en complétant a par une base de ker (¢) , la matrice de u dans cette base

est :
1,4 0
0 1+¢(a)

et P(X) = (X —1)""(X = (1+¢(a))) avec ¢ (a) # 0, ce qui contredit ’hypothése

En conclusion u est la transvection 7 ,.
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Théoréme 1.10 Pour u € GL(E), les assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est une dilatation de rapport .
2. Il existe un hyperplan H de E tel que wyg = Idg et u est diagonalisable de valeurs propres
Let Ae K\{0,1} (c’est-a-dire que E = ker (u — Id) @ ker (u — AId)).

3. 1l existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :

D, (\) = ( I"O—l g)\ ) =l +\N—-1)E,,

avec A = det (u) € K\ {0,1}.

Démonstration.

(1) = (2) Soit u =0,, € GL (E) une dilatation d’hyperplan H = ker (¢) avec a ¢ H.
On a ker (u — Id) = ker (¢ - a) = ker () puisque a € E \ H est non nul, donc 1 est une
valeur propre de u d’espace propre associé ker (u — Id) = H et u # Id.
Avec u(a) = (14+¢(a))a et a # 0, on déduit que A = 1+ ¢ (a) # 1 est valeur propre
de u, 'espace propre associé étant Ka. (u(x) = 2 + ¢ (z)a = (14 ¢ (a)) z équivaut a

¢ (v)

T = ( )a) et u est diagonalisable puisque £ = H & Ka.
o (a
Comme on a supposé que v € GL (F), la valeur propre X est non nulle.

(2) = (3) Clest clair.
(2) = (3) Siu € GL(E) a pour matrice D, (A) avec A € K\ {0,1} dans une base B = (ex), <1<, ;

n
pour tout = = Zxkek € E,on a:
k=1

n—1

u(x) = Zmek + Atpe, =2+ @ (2)a
k=1

ol p(x) =z, eta=(A—1)e, ¢ H=ker(¢) puisque A # 1 et u est la dilatation d, .

[ ]
Les propriétés de base des transvections et dilatations sont résumeées avec les deux théorémes
qui suivent.

Théoréme 1.11

1. Une transvection T, est dans SL (E), son inverse étant la transvection T, _,, 1 est son
unique valeur propre, l’espace propre associé étant ker () si u # Id.

2. Pour toute transvection T, q, Tia = Ty,2q €S8t une transvection.

3. L’ensemble T (H) des transvections d’hyperplan H = ker (¢) est un sous groupe commu-
tatif de GL (E) isomorphe au groupe additif (H,+) .

4. Le polynome minimal d’une transvection u # Id est (X — 1)2.

5. Pour K infini, toute transvection différente de Id s’écrit comme produit de deux matrices
diagonalisables inversibles.

6. Le conjugué dans GL (E) d’une transvection est une transvection.
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7. Pour n > 3, toutes les transvections différentes de Id sont conjuguées dans SL (F) .

Démonstration.

1. On peut utiliser la caractérisation matricielle.

0 0
Dans une base adaptée la matrice de la transvection 7, , # Id est est T,, = 0 1 1
0 1

avec €,_1 = a.
Cette matrice est inversible d’inverse :

Ina 0 0
T, ' = 0 1 -1
0 0 1

matrice de 7, _,.

On peut aussi le vérifier directement (valable en dimension infinie).

Soit u = 7, , une transvection d’hyperplan ker (¢) .

L’application linéaire v = 7, _, est une transvection d’hyperplan ker (¢) (on a bien —a €
ker (¢)) et pour tout x € E, on a :

vou(r) =v(r+¢(@)a) =v(e) + ¢ (x)v(a)
—s—p(@)a+p(@)(a—pla)a) =z

(¢ (a) = 0 puisque a € ker (¢)).
De maniére analogue, on vérifie que u o v = Id (pour la dimension infinie).

Donc 7,4 € GL(E) et (Tp0) ' = Tp—a-

Pour a = 0, on a u = Id qui a pour unique valeur propre 1.

Supposons a # 0.

Pour tout p € K, I'équation u (x) = px équivaut a (1 — p)xz + ¢ (z)a = 0.

Pour p = 1, cela équivaut & ¢ (z) = 0, soit a x € ker (¢) ., donc 1 est valeur propre de u
d’espace propre associé ker ().

p (z)
pw—1

Pour p # 1, cela équivaut a z = a € ker(p), donc ¢ () = 0 et z = 0. La seule

valeur propre de u est bien 1.

2. Si 7,4 = Id, alors 77, = Id est aussi une transvection.
Pour tout x € E, on a :

Toa (@) = Toa (@ + @ (x)a) =2+ @ (x)a+ (¢ () + ¢ () p(a))a
=2+ ¢ (7) (2a) = Ty 20 (2)

(on a ¢ (a) = 0), donc 72, = Ty, 24 €st une transvection.

3. L’identité est la transvection 7,0, donc T (H) # 0.
Pour tout a € H, on a vu que 'inverse de la transvection 7, , est la transvection 7, _, €
T(H).
Pour a,b dans H et x € E, on a :

To,a © Tpb (z) = To,a (z+¢(z)b) = To,a (z) + ¢ (x) To,a (b)
=z+tp@ate@) (b+teb)a)=x+¢()(a+d)
(90 (b) = 0) donc Tp,a © Topb = To,a+b = Tp,b+a eTl (H) .

L’application a € H — 7,, € T (H) réalise un isomorphisme de groupes de (H,+) sur
(T'(H),o) (c’est un morphisme de groupes surjectif et 7, , = Id équivaut & a = 0).
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4. Si u = Id, son polynéme minimal est X — 1.
Siu=7,,7#Id,onau—1Id=¢-a#0 et pour tout x € £ :

(u—1d)* (z) = (u— Id) (o (x) @) = ¢ (z) (u — Id) (a) = 0

puisque a € ker (¢) = ker (u — Id) . Donc le polynéme minimal est (X — 1)
5. Soit u € GL (E) \ {Id} une transvection de matrice :

2

dans une base adaptée B de F.
En désignant par v I'isomorphisme de E dont la matrice dans B est :

I, 0 O
D = 0 X\ 0
0 0 X

avec A1 # Ay dans K* (K a au moins 3 éléments), la matrice dans B de I'isomorphisme

w=vou:
I, 0 O
A= 0 M N\
0 0 X
. . . A1\ : .
est diagonalisable (puisque ( 0 Ay ) qui a deux valeurs propres distinctes 'est) et

Lo w est produit de deux matrices diagonalisables inversibles.

u=uv"
6. Soient u = 7, , une transvection et v € GL (E).

Pour tout x € £, on a :

v lor,.0v(x)=v"" (v(z)+ (pov)(x)a)

=+ (gp o) ’U) (l’) ’U_1 (a) = Tpov,v=1(a) (x)

(on a bien v™! (a) € ker (¢ o v) puisque (¢ ov) (v™'(a)) = ¢ (a) =0).
Donc :
Vo € GL(E), v ' 074400 = Tpopu-1(a)

7. On suppose que n > 3.
Si u,u' sont deux transvections différentes de Id, on peut alors trouver des bases B =
(er)1<pen €t B = (€})1<p<, de E telles que Matp (u) = Matg (u') = T,,.
En désignant par v I'isomorphisme de E défini par v (e) = €}, pour tout k compris entre
letn,ona:

vouov t(e)) =vou(er) =v(ex) =¢e,=u'(e),) 1<k<n-—1)

et :
vouov t(e)=voul(e,) =v(e,1+ey,)=¢ ,+e, =u(e)

soit ' =vowuovt.

Donc u et u’ sont conjuguées dans GL (F) (on peut aussi simplement dire que u et v’ ont
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la méme réduction de Jordan).

, On aura :

1
Si on peut trouver w € GL (E) tel que wouow™ =u et det (w) = det (0)
et (v

W =vouov ' =vowouow tov !

= (wow)ouo (vow) "
avec det (vow) = 1, soit vow € SL(FE), de sorte que u et u' seront conjuguées dans

SL(E).

Pour n > 3, en notant 6 = det (v), on peut définir w par :

Lis 00 0
0 500
Matg (w) = 0 0! o
0 00 1%
et on a:
Iis 00 0 Lis 0.0 0 Lis 000
n_[ 0 500 0 100 0 500
Mats (wouow™) =1 o ¢ 1 g 0 011 0 04 0
0 00 % 0 001 0 0034
ILis 0.0 0
0 100
=1 o o011 |~ Mats(
0 001

1

donc wouow™ =wu avec det (w) = 5

u
Pour n = 2, les transvections différentes de Id sont toutes conjuguées dans GL (F), mais
pas dans SL (FE).
Si u = 7,, est une transvection d’hyperplan ker (p) = Ke; avec a = ae; € ker (¢) \ {0},
en prenant e; € E tel que B = (eg,e2) soit une base de E, on a u(e;) = e; et u(ey) =
es + ¢ (e2) aey = Aey + ea, de sorte que la matrice de u dans B est :

1 A
v=(01)
avec A € K*.
Si v = Ty o est une autre transvection différente de Id telle que ker (¢) = Kes, la matrices
de u' dans la base B est :
1
5= (1)
w1
avec p dans K*.
Dire que ces transvections sont conjuguées dans SL (F) signifie qu’il existe une matrice

P = ( CCL Z > telle que det (P) = ad —bc = 1 et A\P = PB,, soit :

(o) a)=(2a) (i)
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ou encore :
a+cA b+d\\ [ a+bu b
c d ~ \c+dp d
donc : P
_ :1 1
a B C —bc=1 dZO,b#O,C:——
e = b & A=buy < b
d\ =0 PG A
dp =0 - L

A
On en déduit que si —— n’est pas un carré dans K*, les transvections u et u’ ne peuvent étre
conjuguées dans SL (F).

Pour —= = b?, prenant ¢ = 5 a=d=0,o0na:

DIEHIET
(31)-G)-n

A
Donc u et u’ sont conjuguées dans SL (F) si, et seulement si, —— est un carré dans K*.

P'AP = (

= O

Théoréme 1.12

1
1. L’inverse d’une dilatation de rapport A\ est une dilatation de rapport —.

A
2. Le polynome minimal d’une dilatation de rapport \ est (X — 1) (X — A).

3. Le conjugué dans GL (E) d’une dilatation est une dilatation de méme rapport.

4. Deuz dilatations sont conjuguées dans GL (E) si, et seulement si, elles ont méme rapport.

Démonstration.

1. C’est clair avec les matrices.

2. Siu=0,4, on a alors pour tout z € E :
(u—Ad)o(u—1d)(z) = (u—Ad)(p(z)a) =¢(x)(u—Nd)(a) =0

puisque a € ker (u — AId) .
Comme u — Id = ¢ -a # 0 et pour tout h € H\ {0}, (u—Ad)(h) = (1—A)h #0
puisque A # 1, le polynome minimal est (X — 1) (X — A).
3. Soient u = d,, une dilatation et v € GL (E).
Pour tout x € E/, on a :

v od,.0v(x)=v"" (v(x)+ (pov)(x)a)
=2+ (pov) () v (a) = dpova-1(a)

EA()n a bien v™! (a) ¢ ker (¢ o v) puisque (¢ ov) (v7!(a)) = ¢ (a) # 0).

pov (v (a)) = (a)

1084400 = Opop—1(q) @ méme rapport A = 1+ ¢ (a) que u = 0y,

on déduit que v~



26 Le groupe linéaire en dimension finie

4. On a déja vu que le conjugué dans GL (E) d’une dilatation est une dilatation de méme
rapport.
Réciproquement, deux dilatations de méme rapport ont méme représentation matricielle
dans des bases adaptées, donc elles sont conjuguées.

On peut utiliser le polynome minimal m, (X) = (X — 1) (X — A) d’une dilatation pour cal-

culer v~

De u?> — (1 + A)u+ Ad = 0, on déduit que :

41 1
U ——X(u—(1+)\)fd)——X(go-a—)\ld)

1
:]d—xgo-azcl%a
A—1 1
et u~! est une dilatation de rapport 1 — @ =1- Y =

Les lemmes qui suivent nous seront utiles pour montrer que le groupe SL (E) est engendré
par ’ensemble des transvections.

Lemme 1.6 Soient Hy, Hy deuz hyperplans distincts de E et a € E'\ (Hy U Hy).

1. L’ensemble H = H; N Hy ® Ka est un hyperplan de E.
2. Ona F=H+ H, =H+ H,.

3. Il existe une transvection u telle que u(a) = a et u(Hy) = Ho.

Démonstration.

1. On a Hy = ker (¢1) et Hy = ker (¢2) avec ¢1, o non colinéaires dans E*.
L’application x € E + (o1 (), @2 (x)) € K? est alors de rang 2 et son noyau H; N H, est
un sous-espace de F/ de dimension n — 2.
Comme a € E\ (HiUH;y), on a (HNHy) NKa = {0} et le sous-espace vectoriel
H = H, N Hy & Ka est un hyperplan de E.

2. Pour £k =1,2,0n a:
dim (H + Hy) = dim (H) + dim (H) — dim (H N Hy)

avec HNH, = HiNHy (x € HN Hy s’écrit x = h+ Aa avec h € H; N Hy et A # 0 donne

1
a=5 (x — h) € Hg, ce qui contredit a € E'\ (H; U Hy)), donc :

dim (H + Hy) = dim (H) + dim (Hy) — dim (Hy N Hy)
=2(n—-1)—(n—-2)=n

etH+Hk:E.

3. Si, pour k =1,2, H, C H, on a alors H = Hj, a cause des dimensions et a € Hy, ce qui
contredit a € E'\ (H; U Hy) .
On peut donc trouver ay € Hy \ H et un tel élément s’écrit as = a; + b avec a1 € Hy \ H
etbe H(E=H+ H).
Comme a; € Hi\ H,onaa; € Hi \ Hi N Hy et H = H; N Hy ® Kay.
Comme a; € Hy \ H, on peut trouver une équation ¢ de H telle que ¢ (a1) = 1 et en
désignant par u la transvection 7,4, on a :

ula)=a+pa)b=a
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puisque a € H et :
u(ar) = a1 +¢(a)b=a;+b=ay € Hy

avec :
Vee HNHy u(x)=x+¢(x)b=1x € Hy

puisque H, N Hy C H.
On en déduit que u (H,) C Hy (puisque Hy = Hy N Hy & Kay) et 'égalité u (H,) = Ho
du fait que H; et Hs sont de méme dimension et u est un isomorphisme.

Lemme 1.7 Pour tous x,y non nuls dans E, il existe u € SL(E) produit de une ou deuz
transvections tel que y = u (z) .

Démonstration. Si z,y sont non colinéaires, en notant a = y — xz, on peut trouver une
forme linéaire non nulle ¢ telle que ¢ (a) = 0, ¢ (x) = 1 et en désignant par u la transvection
Toyeason 8 u(z) =2+ (x) (y — ) = y.

Pour z,y colinéaires, on choisit z non colinéaire a = (et a y), ce qui est possible puisque
n > 2 et on peut trouver deux transvections u,v telles que u (z) = z, v(z) = ¥y, ce qui nous
donne vou(x) =y. n

Théoréme 1.13 Le groupe SL (E) est engendré par ’ensemble des transvections.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n > 2.
Pour n = 2, soient u € SL(F) et e; € E'\ {0}.
On peut trouver v € SL (E) produit de une ou deux transvections tel que u (e1) = v (ey), ce

qui nous donne v~'ou (e;) = e; et complétant e; en une base (ey, e5) de E, la matrice de v'owu

dans cette base est A = (1) /1\ (det (A) = 1), ce qui est la matrice d’une transvection.

Comme l'inverse d’une matrice de transvection est une matrice de transvection, on déduit
que u est produit de une, deux ou trois transvections.
Supposons le résultat acquis pour les espaces vectoriels de dimension n—1 > 2 et soit u € SL (F)
ou dim (£) = n.

Pour a € FE \ {0}, on peut trouver v; € SL (E) produit de une ou deux transvections tel
que u (a) = vy (a), ce qui nous donne v; ' ou(a) = a avec vy = v; ' ou € SL(E).

On se donne un hyperplan H; qui ne contient pas a (donc £ = H;@®Ka) et H est ’hyperplan
Vo (Hl) .

Comme v, (a) = a avec v bijective, on a a ¢ Ho.

Si Hy # Hs, il existe alors une transvection 7 telle que 7 (a) = a et 7 (H;) = Ha.

En notant v3 = 7 ' owy, on a vz € SL(E), Hy = v3 (Hy) et v3(a) =71 owvy (a) = a.

La restriction de vs & Hy est dans SL (Hy) , donc elle s’écrit comme produit de transpositions,

p
UB\Hl = HTk.
k=1

En prolongeant les 7, a E en posant 7 (a) = a, on définit des transpositions de E et
p

U3 = HT %, ce qui nous donne u = v; o 7 0 v3 produit de transpositions. -
k=1

Ce résultat peut aussi se montrer en utilisant les opérations élémentaires sur les matrices.

Corollaire 1.1 Le groupe GL (E) est engendré par ’ensemble des dilatations et des transvec-
tions.
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Démonstration. Soit u € GL (E)\SL (F) de déterminant A € K\ {0, 1} (pour u € SL(FE),
c’est déja fait).
1
Pour toute dilatation d,, de rapport 3 € K\ {0,1}, on a v = d,,0u € SL(E), donc

v est produit de transvections et u = 6;72 0V = 0_xp,q 00 est produit d’une dilatation et de
transvections. ]

Exercice 1.10 Montrer que, pour K ayant au moins trois éléments (K # Fs ), le groupe GL (E)
est engendré par l’ensemble des dilatations.

Solution 1.10 [l suffit de montrer que toute transvection peut s’écrire comme produit de deuz
dilatations.

Pour T = 1d, c’est clair (inverse d’une dilatation est une dilatation).

Soit 7,4 # Id une transvection (p € E*\ {0} et a € ker (¢), a #0).

Pour toutes dilations 8y, q, €t Opyay (P € E*\{0} et ay, ¢ ker (pr)), 1'égalité 7,4 = 0y, a0, 9045 a5
équivaut a :

T+ (I) a = 5901701 (.I + 2 (I) a’2)
=2+ pa(x)ag + 1 (z+ @2 () az) a;
pour tout x € E.

Prenant o1, po telles que py (a) # 0 (il faudra vérifier que c’est possible) et ay = ay = a, on
doit avoir :

p(x)a=(p2(2) +¢1(z+p2(x)a))a
soit :
v (@) = @1 (2) + @2 () (1 + ¢1 (a))
Pour ce faire, on se donne @1 € E*\ {0} telle que vy (a) =1 ¢ {—1,0} (c¢’est possible puisque
a#0 et K+#TFy) et on définit vy par :

- ¢ () — 1 ()
802(1')*#

(on a bien @y (a) = pla) — i (a) = —% #0).

Comme une matrice de dilatation est diagonalisable inversible, on retrouve le fait qu’une trans-
vection est produit de deuxr matrices diagonalisables inversibles.

Exercice 1.11 Montrer que, pour K infini, le groupe GL (E) est engendré par l’ensemble des
matrices diagonalisables inversibles.

Solution 1.11 Résulte du fait que GL (E) est engendré par l'ensemble des dilatations, une
matrice de dilatation étant diagonalisable inversible.

Exercice 1.12 Montrer que le groupe GL (E) est engendré par 'ensemble TN (E) des auto-
morphismes de E de trace nulle.
Indication : utiliser des matrices de permutation pour n > 3.

Solution 1.12 On vérifie d’abord que toute transvection 7,, peut s’écrire comme produit de
deuz éléments de TN (F) .
Pour n =2, la matrice de 7,, dans une base adaptée est :

(3 )-( DY)
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et pour n > 3, c’est :

En désignant par P, la matrice de permutation :

(12 n
 T\n1 ... on-1

on a .
010 00
00 1 00
M=PT,=| " " i eTN(E)
000 - 10
000 -~ 01
100 -+ 00
et T, = P,*M = P, M avec :
-1 __ 1 2 n
> ~\23 1
soit :
000 01
10 1 00
010 - 00
Poao=1| . .. .. | eTN(E)
000 - 00
000 - 10

On en déduit que tout élément de SL (E) est produit d’éléments de TN (F) .
Soit w e GL(E)\ SL(E) de déterminant A € K\ {0,1}.
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On peut trouver v € TN (E) de déterminant A. On peut prendre l’automorphisme de matrice :

000 0 (=1)"'A
101 0 0
10 0 0
M= . . :
000 -- 0 0
000 - 1 0

dans une base de E.

On a alors w =uov™' € SL(FE) qui est produit d’éléments de TN (E) et il en est de méme de

U= wow.

Exercice 1.13 On suppose que le corps K est infini et on se donne un morphisme de groupes
v de GL, (K) dans K* qui soit une fonction polynomiale des coefficients a;; des matrices A =

((aij))1gi,jgn € GL, (K).

1. Montrer qu’il existe un entier naturel r tel que pour toute matrice de la dilatation D,, (\) =

( I"O_l ())\ ) avec X € By, on a (D, (N) = A"
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2. Montrer que, pour toute matrice de transvection T;; (N\) = I, + AE;; ou 1 <i# j<mn et
AeF,, onavy(Ti; (V) =1

3. Déduire de ce qui précéde que :
VA e GL, (K), v(A) = (det (A))"

Solution 1.13

1. L’application :
p: A eK" —~v(D,(N\) e K

est un morphisme de groupes et une fonction polynomiale de .
T

Il existe donc un polynome P (X) = Z%Xk € K[X] de degré r > 0 (donc avec o, #0)

k=0
tel que :

VAEKS, o(N) =) ap\

avec de plus la propriété :
VAEKY, Vi EN, ¢ (V) = (p(\)

En désignant par p la valuation du polynome p, on a :

YA EK", Vj €N, Zak)\kj = (Zak)\k)
soit :

J
VA € K*, Vj € N, Zak)\k P)j (Zakx’w)
D

k=p
ou encore :

r—p r—p J
VAEK", Vi €N, > apupdt = (Zap+k)\k>
k=0

k=0
Comme le corps K est infini, on en déduit les identités polynomiales :

r—p r—p J
Vi €N, > apu Xt = (Zap+kxk>
k=0 k=0
Sir—p > 1, en désignant par q le premier indice compris entre 1 et r—p tel que ap,yq # 0,
on a: ,

Ay + g XY+ + e, XU = () 4y X+ -+, X))
pour tout entier j > 2.
Dans le membre de gauche de cette identité, le coefficient de X9 est nul et dans le terme
de droite ¢’est jo " ppiq, donc :

Vj > 2, jog g =0

avec oy, el oyiq non nuls, ce qui est impossible (pour K de caractéristique nulle ¢’est clair
et pour K de caractéristique p' > 2, il suffit de prendre j non multiple de p').
On a doncp=r et:

VAEK", () = (Dn (V) = ap N

Pour A=1,onal=¢(1)=aq,.
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2. Pour 1 <1 # j <n fizés, l'application :
A Ky (T,; (V) €K

est un morphisme de groupes de (K,+) dans (K*,-).
En effet, pour A, i dans K, on a o (A4 p) = v (Ti; (A + p)) avec :

Tij A+ p) = In + (A + p) Ejj = (In + AEy) (In + pEij)
=Ti; (N) Tij (1)

puisque Efj =0 pour i # j, donc :

oA+ p) =7 (T (N) Tij (1) = v (Ti; (N) v (Ti5 (1))
=0 (AN (u)

De plus ¢ est une fonction polynomiale de \.
Pour tout entier k > 2 et tout A € K, on a ¢ (kX) = (¢ (\)".
Prenant, pour K de caractéristique p’ # 0, k > 2 non multiple de p, on en déduit l'identité
polynomiale ¢ (kX) = (o (X)) et deg (¢) = kdeg (@), ce qui impose deg (¢) =0, ce qui
signifie que @ est la fonction constante égale & ¢ (0) = 1 ou encore que v (T;; (N)) =1
pour tout \ € K.

3. Résulte du fait que toute matrice A € GL, (K) est produit de matrices de transvections
(si elle est dans SLy, (K)) ou d’une matrice de dilatation de rapport det (A) et de matrices
de transvections (si elle n’est pas dans SL,, (K)).

1.4 Groupes dérivés de GL (E) et de SL (F)

On rappelle le sous-groupe engendré par une partie non vide X d’un groupe (G, -) est I'in-
tersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent X. Il est noté (X) et on a :

<X):{Hx2’“|rEN*, xp € X et e, € {—1,1} pourlgkgr}

k=1

Le groupe dérivé d’un groupe (G, -) est le sous-groupe D (G) de G engendré par les commu-
tateurs, c’est-a-dire les éléments de G de la forme :

[a,b] = aba'b~*

ou a,b sont dans G.

Deux éléments a,b de G commutent si, et seulement, on a [a,b] = 1 (d’ou 'appellation
commutateur).

Pour un groupe commutatif, on a D (G) = {1}.

L’inverse d’'un commutateur est un commutateur. En effet, pour a,b dans G, on a :

[a,b] " = (abcfllfl)_1 =bab'a" = [b, a]
Il en résulte que D (G) est 'ensemble de tous les produits finis de commutateurs.

Exercice 1.14 Montrer que D (G) est le plus petit sous-groupe distingué de G tel que le groupe

— 801t commutatif.
H f
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Solution 1.14 Le sous-groupe dérivé D (G) est distingué dans G.
En effet, pour a,b,c dans G, on a :

cla,b) ¢t =c(aba™'b7") ¢!
(ca ) (cbc’ ) (ca’lcfl) (cb’lcfl)
[cac ,cbe™ }
Le groupe quotient est commutatif.
D(G)

En effet, pour a,b dans G, on a :

ab = ab = (ab) D (G) = (ba) (a~'b'ab) D (G)
= (ba) [o™,51] D(G) = (ba) D (G) = b

Soit H un sous-groupe distingué de G tel que le groupe T soit commutatif.

Pour tous a,b dans G, on a [a,b] = [6, I_)} = 1 dans le quotient ce qui revient a dire que

Ea
la,b] € H. Le groupe H contient donc tous les commutateurs et en conséquence il contient le
groupe dérivé D (G) .

Théoréme 1.14
1. Ona D(SL(E)) C D(GL(E)) C SL(E).
2. Pourn >3, onaD(SL(FE))=D(GL(FE))=SL(FE).
3. Pourn=2 et K#Fy, onaD(GL(E))=SL(FE).
4. Pourn=2K#Fy et K#£F3, ona D(SL(F))=D(GL(E))=SL(F).
5
6

~—

) =
. Pourn=2,K=TFy, ona GL(E)=SL(E) et D(SL(E)) = As.
. Pourn=2et K=Fs, onaD(SL(FE)) = Hs.

Démonstration.

1. Tl est clair que D (SL(F)) C D(GL(E)).
Pour tous u,v dans GL (E)on a :

det ([u,v]) = det (uovou " ov™") = det (u) det (v) det (u™") det (v™') =1
donc [u,v] € SL(E).

On peut aussi utiliser le résultat de l'exercice précédent : SL (E) est un sous groupe

GL(E
distingué¢ de GL (E) et le quotient SL ((E))
SL(E).

2. Comme D (SL(E)) C D(GL(E)), il suffit de montrer que SL (F) C D (SL(FE)).
Comme SL (F) est engendré par les transvections, il suffit de montrer que toute trans-
vection est dans D (SL (E)).

Si 7 # Id est une transvection, il existe alors une base B de E dans laquelle la matrice
de 7 est de la forme :

« K* est commutatif, donc D (GL (F)) C

Iis 0 0 0

S D W _<1n_30>

"=l 0o 011 0 T
0 00 1
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En notant dans SL3 (K) :

100 1 01
A3=|( 1 1 0 ), B3=]101 0
0 01 0 01
on a:
100 1 01 1 00 1 0 -1
AsBsA;'B;t =11 0 010 -1 10 01 0
0 01 0 01 0 01 00 1
=Ty
. . . . . I,—5 O
En désignant par u, v les automorphismes dans SL (E) de matrices respectives A
3

et ( ["0—3 lg >danslabasel3, onaT=uovou tovteD(SL(E)).
3

3. Pour n = 2, la matrice d’une transvection 7 # Id est Ty = < é 1 ) .
Pour A € K* et u € K, on a dans GL (F) :

A0 1 p AON /1 o\ (1 op(A=1)
0 1 0 1 0 1 0 1 ~\ 0 1
Pour K # F,, prenant A € K\ {0,1} et p= (A —1)"", on obtient Ty et 7 € D (GL (E)).

4. Pour n = 2, la matrice d’une transvection 7 # Id est Ty = ( (1) 1 ) :
Pour A € K*, on a dans SL (F) :

()G () -(r)

Pour K # Fy et K # F3 prenant A € K\ {0,1,—1} et = (A2 —1)"", on obtient T} et
7€ DSL(E).

5. Dans Fo, on a det (u) = 1 pour tout u € GL (F), donc GL (F) = SL(E).
Voir Perrin ou L2 tout en un, exercices.

6. Voir Perrin ou L2 tout en un, exercices.

Exercice 1.15 En utilisant le fait que le carré d’une transvection est une transvection, montrer
que pour n > 3 et K de caractéristique différente de 2, on a D(GL(E)) = D(SL(E)) =
SL(E).

Solution 1.15 Comme dans la démonstration du théoréme précédent, il nous suffit de montrer
que toute transvection est dans D (SL(E)).

La transvection triviale Id est bien dans D (SL (E)).

Pour n > 3, toutes les transvections différentes de Id sont conjuguées dans SL (E) .

Si T, # 1d est une transvection, on a alors Tz,a = T2, 7 1d en caractéristique différente de
2, donc 1,4 et Téva sont conjuguées dans SL (E), ce qui signifie qu’il existe w € SL (E) tel que

2 _ -1 .
Toaq=U OTya0U €L

P,a

T = uw o Tp,a O UO 7;31 = [uq’%’a] €D (SL (E))
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1.5 Cas des corps finis

On rappelle que si K est un corps fini a ¢ éléments, on a alors ¢ = p” ol p > 2 est un nombre
premier et r est un entier naturel non nul.
Fp [X]

(P) ol

A un isomorphisme prés, il n’existe qu'un seul corps fini & ¢ = p” éléments, c’est

P € F, [X] est irréductible de degré r.
On note F, un tel corps et le nombre premier p est la caractéristique de [F,.
Lemme 1.8 Pour tout entier p compris entre 1 et n, il y a :

p

[I@ 4" = ¢ ﬁ (" 1)

k=1 k=n—(p—1)
familles formées de p vecteurs linéairement indépendants dans E.

Démonstration. Il s’agit de dénombrer 'ensemble des familles (e;), ;. formées de p vec-
teurs linéairement indépendants dans F£.
Pour choisir e; il y a card (E'\ {0}) = ¢ — 1 possibilités et pour k compris entre 2 et

p, supposant donnés ey, - ,e,_1 linéairement indépendants, le vecteur e; est a choisir dans
k—1

E\ EB]FQG“ ce qui laisse ¢" — ¢"~! possibilités.
i=1

On a donc un total de :

p p
H ¢ — ") = qu—1 (qn—(k—l) —1)
k=1 k=1

= gl T2t D) H (qj — 1)

j=n—(p—1)
p(p—1) -
= I (-1
k=n—(p—1)
possibilités. [ ]
Théoréme 1.15 Pour tout F,-espace vectoriel E de dimension n > 1, on a :

n

card (GL (F)) = H " —q"
k=1 k=1
et : )
e n(n )
card (SL(E)) = ¢" '] [ (¢" — ¢* H ¢ —1)
k=1 k=2

Démonstration. Comme GL (E) [resp. SL (E)| est isomorphe a GL,, (F,) |resp. SL, (F,)|
par le choix d’une base de E, il s’agit de dénombrer GL,, (F,) [resp. SL, (F,)].

Dire que A € GL,, (F;) revient a dire que ses colonnes forment une base de ¥y, donc il s’agit
de dénombrer toutes les bases (¢;),.,., de (F,)", ce qui nous est donné par le lemme précédent :

card (G L, ( H q" —qkl _qn<n21Hq—1
k=1 7=1
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Le groupe quotient GL, (F,) /SL, (F,) étant isomorphe a F; (théoréme 1.3), on a :
card (GL,, (F,))
card (IF*)

H q _q n—1
_ k=1

card (SL, (F,)) =

Corollaire 1.2 Pour tout entier p compris entre 1 et n, il y a :

n

I @-y

k=n—(p—1)

[T -1

k=1

sous-espaces vectoriels de dimension p dans E.

Démonstration. Notons V), I'ensemble des familles (z;),_,., formées de p vecteurs indé-
pendants et W, I'ensemble de tous les sous-espaces de £ de dimension p.
L’application :
¥ Vo - Wy
(mi)gigp = Vect <($i)1gigp)

est clairement surjective et les antécédents d’un sous-espace I € W, sont toutes les bases de

F, donc :
p

card (¢! (F)) = card (GL (F)) = H (& —d")

k=1
et en conséquence :

card (V,) = card (W) H (¢ — qk’l)

card (W,) = — card (V) = kzl
[I(@—-¢"") TI(@®—¢")
k=1 k=1
p(p—1) i ~
I @ II -
k=n—(p—1) k=n—(p-1)
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n

En particulier il a q droites distinctes et autant d’hyperplans distincts dans F, ce qui

peut se voir par dualité (un hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle définie
a une constante multiplicative non nulle prés, donc il y a autant d’hyperplans dans E que de
droites dans le dual E*).

En fait cet argument de dualité nous dit que card (V,) = card (V,_,) (un sous-espace de
dimension p est défini par n — p formes linéaires indépendantes).

Une application originale est donnée par 1’exercice suivant d’'une grande utilité du point de
vue social.

Exercice 1.16 31 vacanciers se trouvent sur le méme bateau durant le mois de Juillet. La
capitaine peut inviter chaque soir 6 personnes a sa table. Peut-il faire ces invitations chaque
sotr du mois de Juillet de sorte que chaque vacancier se soit rencontré une fois et une seule ?

124
Solution 1.16 On note E [’espace vectoriel F:. Il y a dans E, - = 32 droites distinctes
52—-1 24
dans E et autant de plans. Dans chacun de ces plans il y a 11 6 droites distinctes.

En identifiant un vacancier a une droite de E, une invitation correspond a un plan de E.
En invitant chaque soir du mois de Juillet un plan différent le capitaine est sir que chaque
vacancier s’est rencontré une fois et une seule puisque deuz vacanciers distincts (donc deux
droites distinctes) définissent un plan.

Exercice 1.17 Soient E, F' deuz F,-espaces vectoriels de dimensions respectives n > 1 et m >
1.

Montrer que les espaces vectoriels E et ' sont isomorphes si, et seulement si, les groupes
GL(E) et GL(F) sont isomorphes.

Solution 1.17 Si [les K-espaces vectoriels E, F' sont isomorphes ils sont alors de méme dimen-
sion n (que le corps K soit fini ou non) et les groupes GL (FE), GL(F) sont isomorphes au
groupe GL,, (K), donc GL (E) est isomorphe ¢ GL (F).

Si les groupes GL (E) et GL (F) sont isomorphes, ils sont alors de méme cardinal, soit :

En supposant que m > n, on a :

T (P 1) =1

j=n+1

m
avec H (¢ — 1) > 2, ce qui est impossible.
j=n+1
On a donc m = n et les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes.

Le résultat de I'exercice précédent est en fait valable pour un corps commutatif K quelconque
(voir Pexercice 1.1).

Exercice 1.18 Soient I un corps commutatif et m un entier naturel non nul. Montrer que si
les groupes GL,, (F,) et GL,, (L) sont isomorphes, L est alors isomorphe a F, et n = m.
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Solution 1.18 Si GL,, (L) est isomorphe a GL,, (F,) il en est alors de méme de leurs centres
respectifs L* I, et ¥, I,,, donc card (L*) = q—1 et L est un corps a q éléments, donc isomorphe
a Fy. L’ezercice précédent nous dit alors que n = m.

Exercice 1.19 On note :
ﬂn(Fq) :{ZGFq | anl}

l'ensemble des racines n-émes de ['unité dans IF,,.
C’est un sous-groupe cyclique du groupe multiplicatif (]F;, ) (lemme 1.1).

1. En désignant par § le pged de n et ¢ — 1, montrer que ju, (F,) = ps (Fy) .

2. Montrer que :
card (i, (F,) = n A (g — 1)

3. Onnote Z (Q) le centre d’un groupe G et E est un F,-espace vectoriel de dimensionn > 1.
Montrer que l'on a :
card (Z (GL(E))) =q¢—1

et :
card (Z (SL(E))) =nA(g—1)

Solution 1.19

1. Comme § = nA(p — 1) divise n, l’équation 2° = 1 entraine 2" = 1, donc js (Fy) C pn (F,) .
Si z € pn (Fy), on a alors 2™ =1 et 'ordre m de z dans le groupe multiplicatif F} divise
n.
Le théoréeme de Lagrange nous dit que m divise aussi ¢ — 1 = card (IF:;) , donc m qui est
un diviseur commun de n et ¢ — 1 est aussi un diviseur du pged 6, ce qui entraine que
2° =1, soit que z € ps (F,).
On a donc us (F,) C pn, (F,) et égalité w, (F,) = ps (Fy,) .
2. Comme & divise ¢ — 1, le polynome X° — 1 divise X971 —1 = [ (X —\) (encore le
XEF:
théoreme de Lagrange), ce qui implique que l’équation X° —1 =0 a J racines dans 7.
On a donc :
card (s (F,)) = card (5 (F)) = 6 = n A (g — 1)

En particulier, pour n premier avec ¢ — 1, on a p, (F,) = {1}.

3. Ona:
card (Z (GL (E))) = card (F} - I;) = ¢ — 1

et :
card (Z (SL (E))) = card (pn, (Fy) - Is) =n A (¢ —1)

En particulier, pour n premier avec ¢ — 1, on a Z (SL(E)) = {I,,}.

Le théoréme 1.15 peut étre utilisé pour démontrer le premier théoréme de Sylow qui nous
dit que si G est un groupe fini d’ordre n = p®*m ou p > 2 est un nombre premier ne divisant
pas m > 1 et a un entier naturel non nul, il existe alors un sous-groupe H de G d’ordre p* (on
dit que H est un p-sous-groupe de Sylow de G).

La connaissance d’un p-sous-groupe de Sylow de GL,, (F,) pour tout nombre premier p > 2
et tout entier n > 2 permet de prouver I'existence d’un p-sous-groupe de Sylow de tout groupe
G de cardinal n = p*m ou m est premier avec p.
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En écrivant que :

card (GL,, (F,)) = pn(n;) H (P’ —1) =p*m

n(n—1)
2

I’entier m = H — 1) étant premier avec p et o« = > 1 pour n > 2, on vérifie facilement

que le sous ensemble T, (F,) de GL,, (F,) formé des matrices triangulaires supérieures de termes
diagonaux tous égaux a 1 est un sous-groupe de GL,, (F,).

En effet, pour toute matrice A € T, (F,), on a det (A) = 1, donc T,, (F,) C GL, (F,).

La matrice I,, est dans T}, (F,), le produit de deux matrices de T), (F,) et I'inverse d'une
matrice de T;, (IF,) sont dans T}, (F,), donc T, (F,) est bien un sous-groupe de GL,, (F,).

L’application qui associe a une matrice A = ((ai;)), <, j<, € Tn (Fp) I'élément (a; ;)
n(n—1) -
F, * étant bijective, on a :

1<i<j<n €

n(n—1)

n(n—1)
card (T, (F,)) = card (IFP 2 ) =p 2

Ce groupe T, (F,) est donc un p-Sylow de GL,, (F,) (et aussi de SL,, (F,)).

On peut remarquer que le polynome caractéristique d’une matrice A € T,, (F,) est (X —1)".

Comme tous les p-Sylow de GL,, (F,) sont conjugués (deuxiéme théoréme de Sylow), on en
déduit que les p-Sylow de GL, (F,) sont les G = P7'T,, (F,) P, ou P € GL, (F,). Toutes les
matrices d’'un tel groupe G ont (X — 1)" pour polynome caractéristique et sont unipotentes (i.
e. (A—=1,)"=0).

En utilisant un théoréme de Cayley et les matrices de permutations, on peut montrer que
tout groupe fini d’ordre n > 1 est isomorphe a un sous-groupe de GL,, (F,), quel que soit le
nombre premier p (corollaire ?77).

Ce résultat permet de montrer le premier théoréme de Sylow.

Théoréme 1.16 Si G est un groupe d’ordre p®m avec o > 1 et p premier ne divisant pas m,
il existe alors un p-sous-groupe de Sylow de G.

Démonstration. On dispose de H = T, (F,) qui est un p-Sylow de GL, (F,) et G est
identifié¢ & un sous-groupe de GL,, (F,).
On fait agir le groupe G sur l'ensemble £ = GL,, (F,) /H des classes & gauche modulo H

par :
(9.A) = (9, A-H) = gA=(gA)- H

Comme : )
Card (GL, (F,)) p"%q

E = p pum =

Card (E) = = Gard (&) P

est premier avec p et les orbites de ’action considérée forment une partition de F, il existe un
élement A de E dont 'orbite est de cardinal r premier avec p.

On vérifie alors que le stabilisateur de A est un p-Sylow de G.

Ce stabilisateur est :

K = Stab (A4) = {g€G|gA A} ={geG|(gA)-H=A H}
={geG|(A7gA) -H=H}
={geCG| (A gA)eH}_Gm(AHA”)
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donc Card (K) divise Card (AHA™') = Card (H) = p%, c’est-a-dire que Card (K) = p°
. n(n—1)
avec (8 compris entre 0 et —

Comme G/ Stab (Z) est de méme cardinal que lorbite G- 4, on a :

~ Card(G)  p*m

r = Card (G/ Stab (Z)) ~ Card (K) P

= "B

qui est premier avec p (p"‘_'gm est entier avec p premier qui ne divise pas m, donc a — > 0),
ce qui impose S = a et K est un p-Sylow de G. [
Le théoréme 1.15 peut étre utilisé pour dénombrer 'ensemble N, (F,) des matrices A €
M, (F,) qui sont nilpotentes d’ordre n > 2 (I'ordre maximal).
Pour ce faire, on note :

0 0 0

g 1 0
0
0 1 0

et on fait agir le groupe GL,, (IF,) sur '’ensemble M,, (F,) par conjugaison :
(P,A) € GL, (F,) x M,, (F,) — PAP™" € M, (F,)
Lemme 1.9 La matrice J est nilpotente d’ordre n.

Démonstration. Le polynome caractéristique de J est x; (X) = X", donc J" = 0.
En désignant par (ex),<,, la base canonique de Fy, on a :

Jep=ep1 (1<k<n-1)
Je, =0

donc :
JF e, = e (1<k<n)

et en particulier J" te; = e, # 0 et J" ! #£ 0.
Donc J est nilpotente d’ordre n. [ ]

Lemme 1.10 L’ensemble N, (F,) est Uorbite de J sous l'action de GL,, (F,) par conjugaison.

Démonstration. C’est simplement le fait que toute matrice nilpotente d’ordre n est sem-
blable a J (réduction de Jordan).
L’orbite de J sous 'action de GL,, (F,) est I'ensemble :

O(J)={PJP~"|PeGL,(F,)}

de toutes les matrices semblables a J.

Pour toute matrice P € GL,, (F,) et tout entier naturel k, on a (PJP1 = PJ*P~!, donc
PJP7! est nilpotente d’ordre n.

On a donc I'inclusion O (J) C N, (F,) .

L’endomorphisme u € £ (F?) de matrice A € N, (F,) dans la base canonique (ey) -, de
F? est aussi nilpotent d’ordre n, donc il existe un vecteur z € F \ {0} tel que v~ (z) # 0.
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On vérifie alors que la famille (u* (:15))0969171 est une base Iy En effet, si il existe (ax )<<, €

2\ {0} tel que Zaku = 0, en désignant par p le plus petit indice compris entre 0 et n — 1

tel que a, # 0, on a

0=u""'"" (Zakuk (az)) =" (Zakuk (w)) = a,u" " ()

k=0

ce qui n’est pas possible. Cette famille est donc libre et ¢’est une base car formée de n éléments.
La matrice de u dans cette nouvelle base est alors la matrice J qui est donc semblable a J
et en conséquence dans O (J). [

On a donc :
card (GLy, (F,))

card (Stab (J))

et il s’agit de déterminer le stabilisateur de J sous laction de GL,, (F,).

card (N, (F,)) = card (O (J)) =

Lemme 1.11 Le stabilisateur de J sous Uaction de GL,, (F,) est :
Stab(J) = GL, (F,) NF, [J]
ou F, [J] est l'ensemble des polynomes en J.

Démonstration. Le stabilisateur de J sous I'action de GL,, (F,) est le commutant de J :

Stab(J) = {P € GL, (F,) | PJP™" = J}
={Pecd(GL,(F,) | PJ=JP}

et il est clair que GL,, (F,) NF,[J] C Stab(J).
En désignant par (ey), I <k<n la base canonique de F}, on a pour toute matrice A € Stab(J) :

n n
Ae, = E ag 1€ = E akJJk’lel =R(J)er
k=1 k=1

n—1
ol R = Zak,le_l € F, [X] et pour p compris entre 2 et n :
k=1
R(J)e,=R(J) (J''er) = 71 (R(J)er)
= JP 1 (Ae)) = A ( 61) = Ae,
(A commute a J).

On a donc A= R(J) € GL, (F,) nF,[J].
D’ou l'égalité Stab (J) = GL,, (F,) NF,[J]. [

Théoréme 1.17 On a :
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Démonstration. Par division euclidienne, on a :
F,[J] = {R(J) | R€ F,[X] et deg(R) <n— 1}

(X™ est le polynome minimal de J).

n—1
Pour R = Zaka eF,[X],ona:
k=0
Qo 0 0
. 0
Qn—1 a; Qo

donc R € GL,, (IF,) si, et seulement si, ag # 0 et comme un élément de F, [J] s’écrit de maniére
n—1

unique g aipJ*, on en déduit que :
k=0

n—1
card (Stab (J)) = card {Zaka | (ak)o<cpen_1 € Fy X Fg_l}

=(qg—1) q_"*1
et :
card (N, (Fy)) = card (O (J)) = Cczl;((ii((gf;b(f]q))))

[ |
On peut montrer, mais c’est plus difficile que le nombre de matrices nilpotentes de M,, (F,)
est ¢" 7" (Tosel, RMS 177-1, 2006,/2007).
Le théoréme 1.15 peut aussi étre utilisé pour dénombrer les automorphismes diagonalisables
d’un [ -espace vectoriel de dimension n > 1.
Pour ce qui suit F un F espace vectoriel de dimension n > 1 et on désigne par DL (E)
I’ensemble des automorphismes de £ qui sont diagonalisables.

Lemme 1.12 On a :
DL(E)={ue€ GL(E) |u"" = Id}

Démonstration. Il s’agit de montrer que u € GL (FE) est diagonalisable si, et seulement si,
on a ui~! = Id.
Si u € GL (E) est diagonalisable, son polynome minimal est alors scindé a racines simples,
soit m, (X) = H (X —A) avec Sp (u) C F} et comme 7, divise X77' — 1 = H (X =N,
A€Sp(u) ARy
on a u? ! = Id.
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Réciproquement, si u € GL (E) est tel que u?~! = Id, le polynome X97' — 1 qui est scindé
a racines simples dans F, [X] (on a X971 —1 = H (X — ) d’aprés le théoréme de Lagrange)
AEFs,
annule u, donc u est diagonalisable. ]
De maniére analogue, on voit que u € L (E) est diagonalisable si, et seulement si, u? = u.
On note F} = { A1, , A\g-1} -

Lemme 1.13 Pour tout u € DL (E), on a :

q—1

E = @ ker (u— A\pId)

k=1

Démonstration. Tout automorphisme u € DL (E) étant annulé par le polynome P (X) =

q—1
Xl —1= H (X — M) le théoréme de décomposition des noyaux nous dit que :
k=1
q—1
E = @ker (u— A\ Id)
k=1

]
On désigne par F I'ensemble des suites (Ek)1gkgq_1 de sous-espaces vectoriels de E tels que

q—1
E = E:.
k=1
Lemme 1.14 L’application :

¢: DL(E) — F
U — (ker(u—/\k_fd))lgkgq_1

est bijective.

Démonstration. Le lemme précédent nous dit que 'application ¢ est bien a valeurs dans
4 Pour u,v dans DL (E) tels que ¢ (u) = ¢ (v), on a ker (u — A\Jd) = ker (v — \¢Id) pour
tout k compris entre 1 et ¢ — 1, donc u (z) = v (z) = Az pour tout %16 ker (u — A\gId) et tout
k compris entre 1 et ¢ — 1, ce qui entraine que v = v puisque E = éaker (u— A\pId), donc ¢
est injective. =

Pour (Ej), <, 1 € F, application linéaire u définie par u|g, = AxIdg, pour tout k compris
entre 1 et ¢ — 1 est dans DL (E) telle que ¢ (u) = (E1,--- , E,—1), donc ¢ est surjective. n
On a donc :
card (DL (E)) = card (F)

et il s’agit alors de dénombrer F.
q—1

Pour (1), <4<, € N7" tel que an =n, on note :
k=1

Fna,eng1) = {(Ek)gkgqq € F|dim(Ey) =np, 1<k <q-— 1}

ce qui nous donne une partition de F et il s’agit de dénombrer chaque F,, ... n, 1)
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q—1
Lemme 1.15 Pour (ng),<p<, | € N1 fizé tel que an = n, Uapplication :
k=1
GL (E) X f(n1,--~,nq_1) — F(n1,~'-,nq—1)

(uv (Ela'” ’Eq—l)) = U (Elv' o 7Eq—1) - (u (El) ) T >U(Eq—1))

définit une action transitive (i. e. a une seule orbite) de GL (E) sur Fn, ... n,_1)-

q—1
Démonstration. Pour v € GL (E) et E = @Ek avec dim (Ey) = ng pour tout k compris
ke
g—1 '
entre 1l et n — 1, on a F = u(F) = Zu (Ex) avec dim (u (Ey)) = dim (Ey) = ng, donc
k=1

q—1

E = @u (E%), cest-a-dire que (u (Ey))1<pey 1 € Fnamg1)-

I ]e€stl facile de vérifier que 1’on définit bien une action de groupe.
Montrer que cette action est transitive revient a montrer que pour tout (Ejy), 4, , dans
Flnt,ng_1)> On a:
GL (E) . (El, cee Eq,l) = F(nl,...qu)

c’est-a-dire que pour tout (Fy),cpc, 1 dans Fin, .. n, ), il existe u € GL (E) telle que u (Ey) =
F}. pour tout k£ compris entre 1 et ¢ — 1.

q—1 q—1

Pour ce faire on se donne deux bases B = U B et B = U B, de E telles que pour tout
k=1 k=1
nE>1 ngp=>1

k compris entre 1 et ¢ — 1, By, est une base de Ej, et ) une base de Fy.
Comme dim (Ej) = dim (F;) = ng, on peut définir u € GL (E) par u (By) = B, pour tout
k compris entre 1 et ¢ — 1 et cet automorphisme est tel que u (Fy) = Fj, pour tout k compris

entre 1 et ¢ — 1. m
qg—1

Lemme 1.16 En notant, pour (ng), <<, € N tel que an =n et (Ey)cpey 1 fizé dans
k=1

Fna,ing1) -

Stab (Ey, -, Ey1) ={u € GL(E) |u(Ey) = E, 1 <k <qg-—1}
le stabilisateur de (Ek) <pcq 1, 0N @ :

q—1

card (Stab (B, - -+, E,_1)) = | [ card (GL (Ey))
k=1
o d(GL (E))
car
card (Finy o ny_1)) = p
card (GL (Ey))
k=1
Démonstration. Pour tout u € Stab (Ey,--- , E,_1) et tout k compris entre 1 et ¢ — 1, on

au (Ek) = Ek, donc U\Ek e GL (Ek) .
Réciproquement si v € GL (E) est tel que ujg, € GL (L) pour tout k compris entre 1 et
q—1, on a alors u (Fy) = E.
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On a donc :
Stab (B, -+, Eq) = {u € GL(E) | up, € GL(Ey) 1<k <q—1}

et en conséquence :

q—1
card (Stab (B, - -+, E,_1)) = | [ card (GL (Ey))
k=1

Comme il y a une seule orbite, on a :

card (GL (FE
card (F(nl,...,nq,l)) =card (GL (E) - (Ey, -+ ,Ey1)) = card (Stab <(E1 ( : >>E 5
) y Hq—

card (GL (E))
= —
[] card (GL (Ey))
k=1
u
Théoréme 1.18 On a :
d(GL, (F
card(DL(E)) = Y card (GLy, ()
_, card (GLy, (F,))---card (GL,,_, (F,))
(n17."’nq71)€Nq 1 1 q q—1 q
ni+--+ng—1=n
avec la convention card (GLg (F,)) = 1.
Démonstration. Les F(,, .. »,_,) formant une partition de F, on aboutit a :
card (DL (FE)) = card (F) = Z card (Fny - ny_1))
(n1,+mg—1)eNI™?
ni+--+ng—1=n
B Z card (GL (E))
- —
Onpna et 1] card (GL (Ey))
u

Exercice 1.20 On se donne un morphisme de groupes v de G Ly, (F,) dans F}.

1. Montrer qu’il existe un entier naturel r compris entre O et ¢ —2 tel que pour toute matrice

de la dilatation D, (\) = ( Inol ())\ ) avec A € Fy, on a v (Dy (X)) = A"

2. Montrer que, pour toute matrice de transvection T;; (N) = I, + AE;; o 1 <i# j <n et
AeF,, onavy(Ti;(N) =1

3. Déduire de ce qui précede que :
VA€ GL, (B,), 7 (A) = (det (A))

Solution 1.20
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1. Soit D, (\) = ( I”O‘l g

Comme F, est un corps fini, le groupe multiplicatif ¥, est cyclique, il existe donc p € Fy

tel que Ty = (u) = {1, p,- -~ a2y
On a donc A = u* ot k est un entier compris entre 0 et ¢ — 2 et :

) une matrice de la dilatation avec A € K\ {0,1}.

O G A0

Il en résulte que v (D (X)) =~ (Dy, ()"
Puis en écrivant que v (D, (1)) = p" dans F;, ou r est un entier compris entre 0 et
q — 2 (indépendant de la matrice de dilatation D, (X)), on déduit que v (D, (\)) = pu™* =

(HF)" ="
2. Pour 1 <1 # j <n fizés, l'application :

p: AEF, =y (Ti; (V) €F

est un morphisme de groupes de (Fy,+) dans (IFZ, ) )
En effet, pour A\, i dans Fy, on a o (A +p) = v (T (A + p)) avec :

=T (M) T (1)

puisque Ef] =0 pour i # j, donc :

A+ ) =5 (T (N) Ty () = v (Ti; (N) v (T ()
= (A) e (p

Ces groupes étant finis, on a :

card (F,) = card (ker (¢)) card (Im (p))

c’est-a-dire que card (Im (p)) divise ¢ = card (IF,) .

Mais Tm () étant un sous-groupe de [, a un cardinal qui divise ¢ — 1 et nécessairement
card (Im () = 1 du fait que q et ¢ — 1 sont premiers entre eu.

On a done Im (p) = {¢ (0)} = {1}, ce qui signifie que @ est la fonction constante égale
a1 ou encore que v (T;; (X)) = 1 pour tout X € F,.

3. Résulte du fait que toute matrice A € GL,, (F,) est produit de matrices de transvections
(si elle est dans SLy, (F,)) ou d’une matrice de dilatation de rapport det (A) et de matrices
de transvections (si elle n’est pas dans SLy, (F,)).

1.6 Topologie sur GL (F) (K=R ou K =C)

On suppose ici que K =R ou K = C, (F, ||-]|) est un K-espace vectoriel normé de dimension
finie n > 1 et 'espace vectoriel £ (E) est muni de la norme induite définie par :

VYu € L(E), |[ul| = sup |ju(z)]| = sup [Ju ()]

lzl|=1 ce\foy ||l

Comme L (F) est de dimension finie, toutes les normes sur cet espace sont équivalentes et
tout endomorphisme de £ (E) est continue.
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Dans le cas ot (E, (- | -)) est un espace réel euclidien de dimension n > 1, on rappelle qu'un
endomorphisme u € L (E) est dit orthogonal (ou que ¢’est une isométrie) si :

V(z,y) € E%, (u(@) |u(y) = (x|y)
ce qui est encore équivalent a :
Vo € B, |u(z)l| = [z

On note O (E) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

Théoréme 1.19 Pour (E,(-|-)) espace euclidien de dimension n > 1, O (F) est un sous-
groupe compact de GL (E) .

Démonstration. Soit u € O (E). Pour z € ker (u), on a 0 = [ju(x)|| = ||z] et z = 0.
Donc ker (u) = {0} et u est injective, ce qui équivaut & dire que u est un automorphisme de E

puisqu’on est en dimension finie.
On a Id € O (F) et pour u,v dans O (F), x dans E, on a :

[uow ()| = llu(v (@) = llv@)] ==
lu™ @) = [Ju (@™ @) = ll«|
donc wow et u! sont dans O (E) . L’ensemble O (E) est donc bien un sous-groupe de GL (E) .
Pour toute isométrie u € O (E), on a ||u(z)|| = ||z|| pour tout vecteur x et donc |ju|| = 1,

c’est-a-dire que O (E) est contenu dans la sphére unité de £ (E) , c’est donc une partie bornée.
Si (up),cy est une suite d’éléments de O (E) qui converge vers u € L (E), pour tout z € E,
on a alors :
(@) = up (@) = [ =) (@) < llu = wpll Izl 0

donc pggloo up () = u(x) et :

o @l = tim_Jlu (@)l =l ] =

et w € O(E). L'ensemble O (E) est donc fermé L (E) .

On peut aussi dire que O (E) = ¢! {Id}, ot p est 'application continue ¢ : u € L (E) — 'uo
u € L (F) (Pexpression de cette application dans une base de £ (E) est polynomiale).

En définitive O (E) est fermé borné dans £ (FE), ce qui équivaut a dire qu’il est compact
puisque L (E) est un espace normé de dimension finie. [ |

Réciproquement, on peut vérifier que si G' est un sous-groupe compact de GL (FE), c’est
alors le conjugué d’un sous-groupe de O (F), c’est-a-dire qu'il existe u € GL (F) tel que le
sous-groupe uGu~! est contenu dans O (E).

Pour montrer ce résultat, on peut utiliser le théoréme de point fixe qui suit.

Théoréme 1.20 Soient (V, (- |-)) un espace euclidien (de dimension finie), H un sous-groupe
compact de GL (V') et K un sous-ensemble non vide de V' qui est compact, convere et stable
par tous les éléments de H (i. e. u(K) C K pour tout u € H).

Dans ces conditions, il existe un élément a de K qui est point fize de tous les éléments de H
(i. e. u(a) = a pour tout u € H).

Démonstration. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
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1. On vérifie que 'application :

— RT
= N (x) = sup [[u(z)]
ueEH

N: V
x

est une norme strictement convexe sur V' (i. e. une norme telle que I'égalité N (z +y) =
N (z) + N (y) est réalisée si, et seulement si, = et y sont positivement liés dans V).

Le fait que 'application N est bien définie est une conséquence de la compacité de H.
En effet, pour x fixé dans V, 'application :

v L(E) — R
u = el

est continue (composée de I'application linéaire, donc continue en dimension finie, u
u(x) et de la norme ||-||), donc sur le compact H elle est bornée et atteint ses bornes.

Il existe donc, pour tout # € H, un automorphisme u, € H tel que N (z) = [Ju, (x)]| .
On vérifie facilement que N est une norme.
En effet si x € V est tel que N () = ||u, (z)|| = 0, on a alors z = 0 puisque u, est un

automorphisme de V et il est clair que N (Az) = [A\| N (z) et N(x+y) < N (z)+ N (y)
pour tous x,y dans V et A\ dans R.
Si z,y dans V sont tels que N (x +y) = N (x) + N (y), on a alors en notant u = ;- :

lu (@) + lu (@)l < N (z) + N(z) = N (z +y) = [luz+y)]
< flu(@)] + llu ()]

donc ||u(x+ )| = Ju(z)|| + |u(y)| et les vecteurs u (x), u(y) sont positivement liés
puisqu’une norme euclidienne est strictement convexe. Il il en résulte alors que = et y sont
positivement liés dans V' puisque u est un automorphisme de V.

2. On vérifie ensuite qu’il existe un unique vecteur a € K tel que :

N (a) = inf N

(a) = inf N (z)

L’existence de a est assurée par la continuité de N (on est en dimension finie) et la
compacité de K.

Si b est un autre élément de K tel que N (b) = in}f{ N (z), comme K est convexe le milieu
Te

1
c=3 (a + b) du segment [a, b] est aussi dans K et :

N(C)IN(%(aer)) zN(a):w

ce qui équivaut & N (a +b) = N (a) + N (b) puisque N est une norme (on a N (a + b) <
N (a)+ N (b) < N (a+ b)) et revient a dire que a et b sont positivement liés puisque cette
norme est strictement convexe. Comme N (a) = N (b), la seule possibilité est a = b.

3. Enfin, on vérifie que a est point fixe de tous les éléments de H.
Pour tout v € H, 'application v — v o u réalise une permutation du groupe H, donc :

N (u(a)) = sup [[vou(a)| = sup [[w(a)|]| = N (a)

veH weH

avec u (a) € K puisque K est stable par tous les éléments de H. Par unicité de a dans K,
on e déduit que u (a) = a.
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[ |

En supposant que (E, (- |-)) est un espace réel euclidien de dimension n > 1, nous allons

appliquer le théoréme précédent a espace V = S (E) des endomorphismes symétriques de E
muni du produit scalaire défini par :

V(u,v) € S(E), (u]v)=Tr(uow)

Lemme 1.17 Si G est un sous-groupe compact de GL (E), son image dans GL (S (F)) par
Uapplication :
¢: GL(E) — GL(S(E))
u— = (v uovo 'u)

est un sous-groupe compact de GL (S (E)).

Démonstration. Pour tout u € £ (E) et tout v € S(E),ona *(uovo *u)=wuo 'vo fu=
uovo 'u,donc uovo fu e S(FE) et application :

p: L(E) — L(S(E))
u— = (v uovo 'u)

est continue.
En effet, en se donnant une base B = (ei)lgign de E, on lui associe la base (u;;)
L (E) définie par :

de

1<i,j<n

Osik#j

<7, k<
6181]{3:] (I—Zajvk—n)

Ui (€k) = 5j,k€i = {

(la matrice E;; dans la base B de w;; a tous ses termes nuls sauf celui en ligne ¢ et colonne j
qui vaut 1, donc (Ej;),, ;,, est la base canonique de M, (K)) et I'expression de ¢ dans cette
base est polynomiale, donc continue.

Pour u € GL(E), on a ¢ (u) € GL(S(E)).

L’image H = ¢ (G) du compact G de GL (F) par cette application est donc un compact de
GL(S(F)). [ |

En utilisant le théoréme de Carathéodory qui nous dit que dans un espace euclidien I’enve-
loppe convexe d’un compact est compacte, on obtient le résultat annoncé.

Théoréme 1.21 Si G est un sous-groupe compact de GL (E), c’est alors le conjugué d’un
sous-groupe de O (E), c’est-a-dire qu’il existe u € GL (E) tel que le sous-groupe u 'Gu est
contenu dans O (E) .

Démonstration. L’ensemble :
C={vo 'v|veG}

est une partie compacte non vide de S (E) (et méme de 'ensemble ST (E) des automorphismes
symétriques définis positifs de E) comme image du compact G par Papplication continue v €
L(F) — vo ' (d’expression polynomiale dans une base).

Cet ensemble est stable par tous les éléments du sous-groupe H = ¢ (G) de GL (S (E)), ou
@ est définie au lemme précédent.

En effet, pour u € G et v € G, on a :

¢(u) (vo ") =uo(vo "w)o fu=(uov)o "(uov)
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avec uov € G (G est un groupe), donc ¢ (u) (vo v) € C.

Comme les applications ¢ (u) sont linéaires, 'enveloppe convexe K de C dans S (E) est aussi
stable par H.

Comme C est contenu dans ST (E) qui est convexe (w € L (E) est symétrique défini positif
sil est symétrique avec (z | w(x)) > 0 pour tout x € E \ {0}), son enveloppe convexe K est
aussi dans ST (F) .

On dispose donc de H = ¢ (G) qui est un sous-groupe compact de GL (S (E)) , de 'enveloppe
convexe K de C qui est un compact de ST+ (E) stable par H.

Le théoréme précédent nous dit alors qu’il existe w dans K C ST (E) point fixe de tous les
éléments de H, soit :

Yo € G, o) (w)=vowo 'v=uw

2

En désignant par u € ST* (F) C GL (E) la racine carrée de w, on a w = u* =wuo ‘u et :

Yo e G, vouo 'uo 'w=wuo 'u
soit :

(u_lovou)o lt(u_lovou) =1y
ce qui signifie que v ovou e O(E).

En conséquence v~ 'Gu est un sous-groupe de O (E) . [ |

Exercice 1.21 Soient n,m deuz entiers naturels non nuls. On fait agir le groupe produit
GL, (K) x GL,, (K) sur I’ensemble M, , (K) des matrices a n lignes et m colonnes par :

V(P,Q) € GL, (K) x GL,, (K), VA e M, (K), (P,Q)-A= PAQ™!
1. Montrer que les orbites correspondantes sont les ensembles :
O, ={Ae M, (K)|1g(A) =1}

ow 1 est compris entre 0 et min (n,m).

2. Pour K = C, montrer que toutes ces orbites sont connexes par arcs.

Solution 1.21

1. Tout est basé sur le fait qu’une matrice A € M, ,,, (K) est de rang r si, et seulement si,
Ir Or,m—r

Onfr,r Onfr,mfr

Rappelons une démonstration de ce résultat.

Pourr=20,0ona A=0=A,.

Pour r > 1, en désignant par u € L (K™ K") Uapplication linéaire de matrice A dans les

bases canoniques de K™ et K", H un supplémentaire de ker (u) dans K™, By = (e;),<.<,

une base de H et By une base de ker (u), le systeme u(B1) = (u(e1)),<;c, qui est libre

dans K™ (si > Mu(ex) =0, alors > Mep € H Nker (u) = {0} et tous les A\, sont nuls)
k=1 k=1

elle est équivalente a A, =

se complete en une base B = (u(ey), - ,u(e.), fra1, -, fn) de K" et la matrice de u
dans les bases By U By de K™ et B de K" a alors la forme indiquée. La réciproque est
évidente.

1l en résulte que :
Or ={A € Mpm (K) [1g(A) =1}
={4A€eM,,,(K)|3I(P,Q) € GL, (K) x GL,, (K) | A= PLQ™"}
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et :

min(n,m) min(n,m)
Mo (K)= | ] Or= ] (GL.(K)x GL,, (K))- I,
r=0 r=0

ce qui nous donne toutes les orbites.

Pour toutes matrices A, B dans O, il existe (P, R) dans GL, (C) x GL,, (C) telles que
B = PAR. Si v et v2 sont deux fonctions continues de [0,1] dans GL,, (C) et GL,, (C)
respectivement telles que 71 (0) = I, 72 (0) = Iy, 11 (1) = P, %2 (1) = R (GL, (C) est
connexe par arcs) alors v 1t — v, (t) Aya (t) est un chemin continu qui relie A et B
dans O,.. Ce qui prouve que O, est connexe par arcs.

1.7 GL(F) pour E de dimension finie ou infinie

1.7.1 Transvections et dilations

Les définitions des transvections et dilatations du paragraphe 1.3 sont valables en dimension
finie ou infinie.
E est un K-espace vectoriel normé de dimension finie ou infinie.

Théoréme 1.22

1.

Un endomorphisme u € L (E) est une transvection si, et seulement si, il existe un hyper-
plan H de E tel que ujy = Idy et Im (u — Id) C H.

Une transvection 7, , est dans GL (E) , son inverse est la transvection 7, _q, 1 est l'unique
valeur propre de 7,4, l'espace propre associé étant ker (@) si u # 1d.

3. Le conjugué dans GL (E) d’une transvection est une transvection.

4. L’ensemble T (H) des transvections d’hyperplan H = ker () est un sous groupe commu-
tatif de GL (E) isomorphe au groupe additif (H,+) .

5. Une transvection u admet un polynéme minimal qui est X — 1 si u = Id ou (X —1)* si
u # Id.

Démonstration.

1. Siu="7,,=1d+p-a (avec p € E*\ {0} et a € ker (¢)) est une transvection d’hyperplan

H =ker (¢), on a alors :
Uy = IdH+90|H-a: Idg

et pour tout x € F, (u — Id) (x) = ¢ (z)a € H, donc Im (u — Id) C H.

Réciproquement, supposons qu'’il existe un hyperplan H = ker (¢) (avec ¢ € E*\ {0})
tel que uyy = Idy et Im (u — Id) C H.

Ona FE=H&Kb oub¢H.

Comme Im (v — Id) C H, onaa:ﬁ(u(b)—b)eflet:
Ve e H, 1,,(x) =2 =u(x) et 7,,(b) =b+¢(b)a=b+ (u(b) —b) =u(b)

donc u = 7, , est une transvection.
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2. Soit u = 7, , une transvection d’hyperplan ker (¢) .
L’application v = 7, _, est une transvection d’hyperplan ker (¢) (on a bien —a € ker (¢))
et pour tout x € £, on a :

vou(z)=v(z+e¢(r)a) =v(r)+e()v(a)
=z—p@ate(@)(a—ypla)a)=x

(¢ (a) = 0 puisque a € ker (¢)).

De maniére analogue, on vérifie que uov = Id.

Donc 7,4 € GL(E) et (Tpa) " = Tp—a-

Pour a =0, on a uw = Id qui a pour unique valeur propre 1.

Supposons a # 0. Pour tout scalaire p, 'équation u (z) = pzx équivaut a (1 —p)z +
¢ (z)a=0.

Pour p = 1, cela équivaut & ¢ () = 0, soit & x € ker (¢) ., donc 1 est valeur propre de u
d’espace propre associé ker (@) .

xla € ker (), donc ¢ (z) = 0 et z = 0. La seule
/,[/_

Pour p # 1, cela équivaut a © =
valeur propre de 1 est bien 1.

3. Soient u = 7, , une transvection et v € GL (E). Pour tout € E, on a :

vioTa0u(z) =v" (v(2) + (pov)(x)a)

=+ (gp o) U) (x) Uil (&) = Typov,u=1(a) (m)

(on a bien v~! (a) € ker (¢ 0 v) puisque (@ ov) (v™"(a)) = ¢ (a) = 0).
Donc :
Yv € GL (E) s U_l O Tp,a ©V = Tpov,w—1(a)

4. L’identité est la transvection 7,0, donc T (H) # 0.
Pour tout a € H, on a vu que l'inverse de la transvection 7, , est la transvection 7, _, €
T (H).
Pour a,b dans H et x € E, on a :

Tpa © Tp (T) = Tpa (T + 0 (2) b) = Ta () + ¢ (7) Tpa (D)
=zrz4+o@)ate(@)b+ed)a)=x+¢(x)(at+d)
(p(b) =0) donc 7,40 Tpp = Tpatb = Tppta € 1 (H).

L’application a € H — 7,, € T (H) réalise un isomorphisme de groupes de (H,+) sur
(T'(H),o) (c’est un morphisme de groupes surjectif et 7, , = Id équivaut & a = 0).

5. Si u = Id, son polynéme minimal est X — 1.
Siu=7,,7#Id,onau—1Id=¢-a#0 et pourtout z € I :

(u—1d)* (x) = (u — Id) (¢ (x) a) = ¢ (2) (u — Id) (a)

puisque a € ker (¢) = ker (u — Id) . Donc le polynéme minimal est (X — 1)°.

Théoréme 1.23

1. Un automorphisme u € GL (E) est une dilatation si, et seulement si, il existe un hyperplan
H de E tel que ujyg = Idy et u est diagonalisable de valeurs propres 1 et A € K\ {0,1}
(c’est-a-dire que E = ker (u — Id) & ker (u — AId)).
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2. Le conjugué dans GL (F) d’une dilatation est une dilatation de méme rapport.

3. Une dilatation u de rapport A admet un polynéme minimal qui est (X — 1) (X — ).
4. L’inverse d’une dilatation de rapport \ est une dilatation de rapport X
Démonstration.
1. Soit u = 6,, € GL (E) une dilatation d’hyperplan H = ker (¢) avec a ¢ H.
On a ker (u — Id) = ker (¢ - a) = ker (¢) puisque a € E \ H est non nul, donc 1 est une
valeur propre de u d’espace propre associé ker (u — Id) = H et u # Id.
Avec u(a) = (14+¢(a))a et a # 0, on déduit que A = 1+ ¢ (a) # 1 est valeur propre
de u, Pespace propre associé étant Ka. (u(z) = 2 + ¢ (z)a = (1 + ¢ (a)) z équivaut a
)
()
u € GL(FE), la valeur propre A est non nulle.
Réciproquement, supposons que u € GL (F) soit diagonalisable de valeurs propres 1 et
A € K\ {0,1} et qu'il existe un hyperplan H = ker (¢) (¢ € E*\ {0}) tel que ujy = Idpy.
Pour a € E'\ {0} tel que u(a) = Aa, on a a ¢ H (puisque A # 1 et ujz = Idy), donc E =
H & Ka. On cherche b ¢ H tel que u = d,;. Pour tout x € H, on a 6,3 (v) =z = u(x),
quel que soit b ¢ H. L’égalité u = d,, sera réalisée si, et seulement si, 0,5 (a) = u(a), ce

a) et u est diagonalisable puisque £ = H @& Ka. Comme on a supposé que

-1
a qui est bien dans F \ H.

¢ (a)

qui équivaut a a + ¢ (a) b = Aa et impose b =

En définitive, u = 0, est une dilatation.
2. Soient u = 0, , une dilatation et v € GL

(
vTiodpaou () =v (v(2) + (pov)(z)a)
=z +(pov) (2) v (a) = dpor-1(a)
(on a bien v™! (a) ¢ ker (¢ o v) puisque (¢ ov) (v™!(a)) = ¢ (a) #0).

Avec :
pouv (v (a)) =¢(a)
on déduit que v 00,4 0 U = Gyoyp-1(q) & MEMe TAPPOrt que U = dy 4.

E). Pour tout z € E, on a :

3. Siu=0,4, on a alors pour tout x € £ :
(u—=Ad)o(u—1Id)(z)=(u—Nd)(p(x)a) =¢(z)(u—Ad)(a) =0
puisque a € ker (u — AId), u—Id=¢-a# 0 et pour tout h € H \ {0}, (u— AId) (h) =
(1 —A) h # 0 puisque A # 1, donc u—AId # 0 et le polynéme minimal est (X — 1) (X — ).

4. Soit u = d,,, une dilatation de rapport A =1+ ¢ (a). En écrivant que £ = H & Ka (ou
H =ker (¢)), on a u (h) = h pour tout h € H et u(a) = Aa.

L’inverse v = u~! de u est défini par v (h) = h pour tout h € H et v (a) = %@.
Tout z € E s’écrit de maniére unique x = h, + a,a avec (h,,a,) € H x Ket on a :
u(x)=z+¢x)a=u(hy + aza) =h, + azra =h, + aza+ (A= 1) aza
=+ (A—1)aza
donc p(x) =(A—1)a, et :

v(:v):v(hz+%)_x+< )

1—
:x+—)\(’0(x)a:x $

A A—1 A A’
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A—1 1
donc v est une dilatation de rapport 1 — Spg\a) =1- =
On peut aussi utiliser le polynéme minimal 7, (X) = (X — 1) (X — A) pour calculer u™'.

De u? — (1+ A)u+ Ad = 0, on déduit que :

1 1
ut :—X(u—(1~|—)\)1d) = —X(ap-a—)\ld)
1
:]d—Xgo'a:&%a
A—1 1
et v est une dilatation de rapport 1 — gog\a) =1- =

1.7.2 Topologie sur GL(E) (K=R ou K=C)

Pour ce paragraphe, K = R ou K = C et (F,||-||) est un K-espace vectoriel normé de
dimension finie ou infinie.

On rappelle que si v un endomorphisme de E, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

— u est continue en 0;

— u est continue sur F;

— w est bornée sur la sphére [resp. boule| unité de (E, ||-||);

— il existe une constante réelle c telle que :

Ve € B, flu(z)|| < cfl«]

— u est uniformément continue sur £.
En notant £ (E) lespace des applications linéaires continues de £ dans F, on peut le munir
de la norme définie par :

[u ()]
Vu e L(E), [lull = sup [lu(z)] =
z€E zeE\{0} |||
llull=1
On a ||Id]| = 1 et pour tous u,v dans L (E), on a |luov| < ||lu] |||, ce qui se traduit en

disant que £ (F) est une algébre normée.

GL (E) désigne le groupe des éléments inversibles de £ (F) (u € GL (F) signifie que u est
linéaire, continue, bijective et d’inverse u~! continu).

Dans le cas ou 'espace E est de dimension finie, toutes les normes équivalentes et tout
endomorphisme est continu.

Pour ce qui suit, on suppose que E est un espace de Banach.

Théoréme 1.24 L’espace (L (E),||-||) des applications linéaires continues de E dans E est
une algeébre de Banach.

Démonstration. On sait déja que (L (E), ||-||) est une algébre nomée.
Soit (tn),cy une suite de Cauchy dans £ (E). Avec :

Ve € B, ¥Vm > n, |lun (2) = un (2)]] < [lum = un| ||2]]

on déduit que pour tout  dans E, la suite (u, (x)), oy est de Cauchy dans I’espace de Banach
E, elle converge donc vers un élément u (z) de E.
On vérifie facilement que wu, qui est limite simple d’applications linéaires, est linéaire.



o4 Le groupe linéaire en dimension finie

La suite (uy),cy qui est de Cauchy dans £ (E) est bornée, ce qui entraine I'existence d'une
constante M > 0 telle que tout x dans £, on a :

VneN, Ve € E, |lun ()| < [Junll ||lz]| < M [z
Avec la continuité de la norme sur F, on en déduit que :

Ve e B, flu@)]|= lim |lu, (2)[} <M [z]

n—-+00

ce qui signifie que u est continue sur E, donc u € L (F).

Il nous reste a vérifier que u = lim w, dans L (F).
n—+00

Pour € > 0 donné, on peut trouver un entier n. € N tel que :
Ym >n > ng, ||un —u <e

ce qui entraine :
Ve e E, Ym >n > ng, ||um (x) —u, (z)]] < ez

et faisant tendre m vers l'infini dans cette derniére inégalité, on aboutit a :
Vo € B, Yn 2> ne, |lu(z) —un ()] < el
et donc :
Yz, lu—u| <e
ce qui traduit la convergence de la suite (uy), . vers u dans £ (E) .

L’espace L (E) est donc complet. [

Lemme 1.18 Pour tout u € L (E) tel que ||u|| < 1, ’endomorphisme Id — u est dans GL (E)
+oo

d’tnverse Zuk
k=0

Démonstration. Comme |ul| < 1, la série 3 |ju]|® est convergente, donc la série S uF
est normalement convergente (puisque ||u*|| < |u]|*) et convergente dans 'espace de Banach

L(E).

Avec :
(Z uﬂ> (Id —u) = Id — u**!

et khm uF = 0 (terme général d’une série convergente), on déduit que :
— 400

(Zu) (Id —u) = Id— lim uPt = 1d
k—+o00

(continuité du produit comme conséquence de ||u o v|| < |lul| [[v]|), ce qui signifie que Id —u est
+oo

inversible d’inverse E uk. ]
k=0

Théoréme 1.25 Le groupe GL (E) est ouvert dans L (E).
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1
lu=t

Pour tout h dans la boule ouverte B (0,d), on a :

Démonstration. Soient u € GL (E) et § =

|u"h|| < [lu™"| 1] < 1

donc Id+u'h € GL(E) et u+h=wu(Id+u'h) € GL(FE).On adonc B (u,0) C GL(E) et
GL (E) est ouvert dans FE. n

1

Exercice 1.22 Montrer que lapplication u — u™" est continue sur GL (E).

Solution 1.22 Soient u € GL (E) et § =
et :

1
—” i Pour tout h € B(0,0), on au+h € GL(F)
u

||(u+h)_1 —ut| = u" ((Id—l—u_lh)_l - Id)H

e (oo -

' (u'h) (f (-1 (u—lh)’“) H

— [ (@ )?n (Z (~1)F*! (u‘lh)k>
1 _1 | .
< Jlut? uhuzu = '”ZII !
0

DO |

Prenant h € B (O,

),ona:

1
ol < 1 < 2

et :

. ) * N
st = < IS (5 <ol o

1

ce qui prouve que application u — u~" est continue sur GL (F).

La densité de GL (F) dans L (E) n’est pas nécessairement acquise en dimension infinie.

Exercice 1.23 E est l'espace C[X]| normé par :

VP = Zakae(C 1P| = Z|ak|

k=0

1. Montrer que lapplication :
u: C[X]
P

C[X]

_>
—~ XP

est linéaire et continue.

2. Montrer que B (u, 1) NGL (E) =0 et en déduire que GL (E) n’est pas dense dans L (E) .

Solution 1.23
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1. 1l est clair que u est un endomorphisme de E.

Pour tout P = Zaka e C[X], ona :
k=0

lu (Pl =

n
§ aka+1
k=0

donc u est continue et ||ul| = 1.

2. Pour tout h € L(FE) tel que ||h|| < 1, on a w+ h ¢ GL(FE) car le polynome 1 ne peut
avoir d’antécédent par u + h.

En effet, s’il existe P = Zaka € C[X] tel que 1l = (u+h)(P)=XP+h(P), ona

k=0

P#0et:

h(P)=1-XP=1-) a,X""

k=0

donc : .

1h (Pl =1+ lax| = 1+ P|

k=0

avec .

[ (P < IRHIPI < 1P

puisque ||h|| < 1 et P # 0, ce qui est impossible.
En conclusion B (u,1) NGL(E) =0 et GL(FE) n’est pas dense dans L(E) (X C E est
dense dans E si, et seulement si, pour tout a € E et tout € >0, B(a,e) N X #0).



