Z
Les anneaux —
n,

1On suppose connus le théoréme de division euclidienne ainsi que les notions de pged, de
ppcm, de nombres premiers entre eux et de nombres premiers. Les théoréme de Bézout et de
Gauss sont supposés acquis.

On pourra se reporter aux chapitres 7?7, 77 et 77.

Les notions de base sur les groupes sont supposées connues. En particulier, les ensembles et
groupes quotients sont supposés connus.

Pour des rappels, on pourra consulter le chapitre 77.

7
1.1 Congruences dans Z, anneaux 7
n

Pour tout entier naturel n, on note :
nZ={n-q|q€7L}

le sous-groupe additif de Z formé de tous les multiples de n.

On peut remarquer que pour tout a = gn € nZ et tout b € Z, on a ab = bgn € nZ, ce qui se
traduit en disant que nZ est un idéal de Z.

Du théoréme de division euclidienne, on déduit que les nZ sont les seuls sous-groupes (ou
idéaux) de (Z,+).

Définition 1.1 Soient n un entier naturel et a,b deux entiers relatifs.
On dit que a est congru a b modulo n si n divise b — a.
On note alors :

a=b (n)

Dire que a est congru a b modulo n équivaut aussi a dire que b — a € nZ, ce qui est encore
équivalent a dire que a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

Pour n =0,0ona0-Z = {0} et a=b (0) revient a dire que a = b.

Pour n =1, 0n a 1-7Z = Z et la relation a = b (1) est toujours vérifiée.

Cette relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z et pour tout

entier relatif a, on note :
a =

beZ|b=a (n)} ={beZ|ndivise b — a}
b=a+qn|q€el}=a+nZ

{
{
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n.
sa classe d’équivalence modulo n.

L’ensemble de toutes ces classes d’équivalence modulo n est noté —.
n
C’est 'ensemble quotient de Z par le sous-groupe nZ.

On dit aussi que c’est I’ensemble des classes résiduelles modulo n.

On désigne par :
Z

n. L — —
. iz
kK — k

la surjection canonique de Z sur 7
n

Z
Tout antécédent par m, d'un élément = de 7 est appelé un représentant de x.

Dans le cas particulier ou n = 0, la congruence modulo 0 est tout simplement la relation
d’égalité et pour tout entier relatif a, on a :

a=a+0Z=A{a}
de sorte que :
Z
07 {{a} [a € Z}
est en bijection avec Z.

7
i i —— A Z.
On identifie donc 07 a

Dans le cas particulier o n = 1, deux entiers relatifs quelconques sont toujours congrus
modulo 1 et pour tout entier relatif a, on a :

a=a+ 2 =17
de sorte que :

7

— ={Z} =40

— = {z} = {0}

est identifié a {0} .
Dans ce qui suit, on suppose a priori que n > 2.

Théoréme 1.1 Pour tout entier naturel non nuln, on a :

Z -
— ={0,1,--- ,n—1}

Cet ensemble est de cardinal égal a n et il est en bijection avec l’ensemble de tous les restes
possibles dans la division euclidienne par n.

Démonstration. Le théoréme de division euclidienne nous permet d’écrire tout entier relatif

a sous la forme a = qn + r avec 0 < r < n — 1, ce qui entraine que @ = 7 dans A
n

On a donc ZZ: {0,1,--- ,n—1}.

Pour montrgr que cet ensemble est de cardinal égal a n, il nous reste a vérifier que tous ses
éléments sont distincts.

Si7T =35 avec r et s compris entre 0 et n—1, on a alors s—r = gn avec q € Z et ’encadrement
0<|s—r|=|g|n <n—1dans N impose ¢ = 0, ce qui équivaut a r = s. [ |
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nZ

La relation de congruence modulo n est compatible avec ’addition et la multiplication sur
Z., ce qui signifie que pour a, b, c,d dans Z, on a :

(a=b(n),c=d (n)) = (a+c=b+d (n), ac=bd (n))

En effet b —a € nZ et d — ¢ € nZ entraine b+ d — (a 4+ ¢) = (b — a) + (d — ¢) € nZ puisque
nZ est un groupe et bd —ac = d (b —a) + a(d — ¢) € nZ puisque nZ est un idéal de Z.

La notion de congruence peut étre utile pour résoudre des exercices élémentaires d’arithmé-
tique.

Exercice 1.1 Soient x et y dans Z. Montrer que si 3x + Ty est multiple de 11, 4z — 9y est
alors multiple de 11.

Solution 1.1 On a 3z = =7y (11) donc 15z = =35y (11) avec 15z = 4z (11) et —3by =
9y (11).

Exercice 1.2 Montrer que si un entier impair est somme de deux carrés d’entiers, il est alors
congru a 1 modulo 4 (i. e. p— 1 est multiple de 4).

Le résultat de cet exercice est utile dans ’étude des entiers sommes de deux carrés (voir le
paragraphe 77).

Solution 1.2 Soit p = a® + b* un entier impair somme de deuz carrés.

Le résultat étant trivial pour p = 1, on suppose que p > 3.

Tout entier relatif k est congru a 0,1,2 ou 3 modulo 4, donc k? est congru a 0 ou 1 modulo 4
et a® + b* est congru a 0,1 ou 2 modulo 4.

Sip=a®+b? est impair, il est alors congru a 1 modulo 4, ce qui signifie que p — 1 est multiple
de 4.

Exercice 1.3 Déterminer tous les couples (x,y) € Z? tels que :
52° 4 3 = ¢

Solution 1.3 Si (z,y) € Z* est une solution, on a alors y* = 3 mod (5). Pour y € Z, on a
y=0,1,2,3 ou 4 mod (5), doncy* =0,1,4 ou 1 mod (5) et on a une impossibilité. L ’ensemble
des solutions est donc vide.

Exercice 1.4 Montrer que pour tout entier n > 2, l'entier m = n*(n? — 1) est divisible par
12, puis que Uentier r = n* (n* — 1) est divisible par 60.

Solution 1.4 Comme n(n —1) et n(n+ 1) sont pairs, m est divisible par 4. Comme n =0, 1
ou 2 mod (3), on a m =0 mod (3).

Donc m est divisible par 3 et 4, soit par 12 puisque 3N 4 = 1.

Comme n =0,1,2,3 ou 4 mod (5), on ar =0 mod (5). Donc r est divisible par 5 et 12, soit
par 60 puisque 5 N 12 = 1.

On peut aussi utiliser les congruences pour obtenir des critéres de divisibilité des entiers par

m=2,3,5,9 et 11.
Soit a un entier naturel non nul d’écriture décimale :

a = a, - aagy —arag E ap10%
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na
ou les aj, sont des entiers compris entre 0 et 9, le coefficient a, étant non nul.
p
Si 10 = ), (mod m), on a alors a = g agry (mod m) et m divise a si, et seulement si, il
k=0
p
divise E agry (voir les exercices 77 et 77).
k=0

La compatibilité de la relation de congruence modulo n avec ’addition et la multiplication

/

sur Z va nous permettre de transporter la structure d’anneau de Z a 7 pour n > 2 (pour
n

7

1.7 {6} n’est pas un anneau unitaire), un tel prolongement étant unique.

n=1

Théoréme 1.2 Pour n > 2, il existe une unique structure d’anneau commutatif unitaire sur
4

— telle que la surjection canonique T, soit un morphisme d’anneaux.

nZ

Démonstration. On vérifie tout d’abord qu’on définit deux opérations internes sur I’en-

V(z,y) € (2)2, { r+y=a+b

nZ, xy = ab

ol a € Z est un représentant de x et b € Z est un représentant de y.

En effet, si @’ est un autre représentant de x et b’ un autre représentant de y, on a alors a = d
et b = b modulo n, ce qui entraine a + b = a' + b’ et ab = d/b' modulo n, soit a +b = a’ +
et ab = a'l/, ce qui prouve que ces définitions de = + y et zy ne dépendent pas des choix des
représentants de x et y.

7
semble — avec :

nz,

N o 7 ,
On vérifie ensuite facilement que ces deux lois conférent a 7 une structure d’anneau com-
n
mutatif unitaire et que m, est bien un morphisme d’anneaux.

Y/
Réciproquement s’il existe une structure d’anneau commutatif unitaire sur 7 qui fait de
n

7, un morphisme d’anneaux, on a alors pour tous z = 7, (a) ,y = m, (b) dans 7
n

{ x+y:7rn(a)+7rn(b):7rn(a_+b):a—+b
xy = m, (a) T, (b) = 7, (ab) = ab

ce qui prouve l'unicité. [ ]
Le théoréeme précédent est un cas particulier du théoréme 77.
On pourra se reporter au paragraphe ?? pour I’étude plus générale du quotient d’un anneau
commutatif unitaire par un idéal.

Exercice 1.5 Soit n > 2 un entier naturel. Quels sont les éléments nilpotents de [’anneau

z,

nZ -

Solution 1.5 Voir l’exercice ?77.

Z
Les groupes additifs 7 sont cycliques et tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a
n

Z
+Z (théoréme 24)
n
Pour I’étude des groupes cycliques, on se reportera au chapitre 2.

Dans le cas particulier des groupes additifs A on a le résultat suivant.
n
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n

7
Théoréme 1.3 Pour n > 2, tous les sous-groupes de — sont cycliques d’ordre qui divise n.

n.
Y/
Réciproquement pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe de 7 d’ordre d,
n

c’est le groupe cyclique :

. n
ol q=—.

Ce sous-groupe H est aussi I'ensemble des éléments de G dont lordre divise d et les générateurs

de H sont tous les éléments d’ordre d de A
n

Pour ce qui est des idéaux de ’anneau %, pour n > 2, ce sont en fait ses sous-groupes
(exercice ?77?) et ils sont principaux (lemme ?7).
Avec I'exercice qui suit, on s’intéresse aux morphismes de groupes et d’anneaux de % dans
7 n
-
Exercice 1.6

1. Déteminer tous les morphismes de groupes de 7 dans g bour tous les entiers naturels
n m
n,m.

2. Déteminer tous les morphismes d’anneauz de 7 dans —A pour tous les entiers naturels
n m

n, m différents de 1.

Z 7

7 7
Solution 1.6 On note Homg, (—Z, _Z> [resp. Hom g, <+Z’ —
nZ’ m nZ’ m

)] lensemble des mor-

phismes de groupes [resp. d’anneauz| de 7 dans —.
n

mZ

_ 7~
Pour simplifier, on notera k = m, (k) = k 4+ nZ un élément de 7 et k =my (k) =k+mZ un
n

‘lément de —.
clément de ——

1. Tout est basé sur le fait qu’un tel morphisme de groupes est uniquement déterminé par
Iimage de 1.
Cela se traduit en disant que l'application :

7 7 7z
9 . HOngr <%, m) — m
® = a= (1)

7 7
est un morphisme injectif de groupes additifs. Il en résulte que le groupe additif Homg, (+Z’ _Z>
nZ’ m

Z
est isomorphe a Im (0) qui est un sous-groupe de — A donc cyclique d’ordre divisant m
m

pour m > 1.
Z
(a) Pour m =0, — est identifié a Z et Im (0) est un sous-groupe de Z.
m

Z
Pour n > 1, on a pour tout ¢ € Homy, <+Z’ Z) :
n

na=np (1) =¢pm=¢(0)=0
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nZ

dans Z, donc o = Q.
Pour n = 0, tout entier relatif o définit un unique morphisme de groupes ¢ : k €

7Z— ko € 7.
On a donc : 7 ”
sin=20
Homy, <E’Z> _{ {0} sin>1
7 7

b) P >1 tout ¢ € Hom,, [ ——, —
(b) Pourm > 1, on a pour tout ¢ om, (nZ —

et :

) ,ma = 0 (théoréme de Lagrange)

na=ne (1) = ¢ (@) = ¢ (0) =0

Z

donc lordre de o dans 7 est un diviseur de n et m et conséquence de leur pged
m

o> 1.

On a donc :

VA
Im(0) C H= {a € — d’ordre divisant 5}
ma

Réciproquement pour tout élément o de H, le morphisme de groupes :

7
7 =
14 - mZ
E — ko

n ~
est tel que nZ C ker (p) (na = géa = 0) et en conséquence il induit le morphisme
de groupes :

—
—>

Els

ce qui nous donne o = § (1) = 6 () € Im (9).

On a donc Im () = H qui est l'unique sous-groupe d’ordre § de , 4 savoir le

—

ma
m
groupe cyclique d’ordre 6 = n N m engendré par —.

o

On a donce :

P =0 J= tIm () = —.
ourn =20, on a m et Im (0) —

7 7 7 7 7\~ Y/
Pourn = m, on a Hom,, (@, @) S — et Aut (@> ) (ﬁ) , ot Aut <ﬁ>

est le groupe des automorphismes du groupe additif 7
n

Z

2. Un morphisme d’anneaux ¢ : 7 — 7 étant aussi un morphisme de groupes, on a
n m

7 7 7 7
H —,— H —,— .
Otttdnn (nZ’ mZ) < Homgr (nZ’ mZ)
(a) Pour n = m = 0, Uapplication ¢ : k +— ka est un morphisme d’anneauz si, et
seulement si, a = ¢ (1) =1, done :

Hom apn (Z, Z) = {Id}
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nZ

Z Z
(b) Pourn € N*\ {1} (ﬁ n’est pas un anneau) et m = 0, on a Homap, (E’Z) =0

(Uendomorphisme nul n’est pas un morphisme d’anneauz).

(¢) Pourn =0 et m € N*\ {1}, Uapplication ¢ : k — ko est un morphisme d’anneauz
si, et seulement si, « = ¢ (1) =1, donc :

Z
Hom 4,1, (Z, ﬁ) ={mm}

(d) Pour n et m sont non nuls de pged § et pour un morphisme d’anneauz ¢ : k— ka,
onaoa =y (T) =1 qui est d’ordre m divisant 0, donc 6 = m et m divise n. Dans ce

cas, on a (E) =kl = /k\, ce qui signifie qu’il y a un seul morphisme d’anneauz de

7, p 7
— ans -
On a donc :

Y/ {E — /l;} st m divise n
Hom 4y, n_Z’ ﬁ =

0 si m ne divise pas n

Z X
Le fait que Aut (_Z) est isomorphe a isomorphe a (_Z) peut aussi se montrer comme
n n

suit.

Z\"~ Y/
Lemme 1.1 Pour tout x € <_Z) Papplication o (x) définie sur — bar
n n

7
Vy € 7 o(z)(y) =zy

Z
est un automorphisme du groupe additif 7
n

Démonstration. Pour y, 2z dans T on a :
n

o(@)(y+z2)=x(y+z)=ay+rz=0(r)(y) +o(z)(2)

c’est-a-dire que o () est un morphisme de groupes additifs.
Siy € ker (o (x)), alors zy = 0 et y = v~ 'zy = 0, c’est-a-dire que o () est injectif et donc

7z 7z
bijectif puisque — est fini. On a donc bien o (z) € Aut [ — | . [ |
nZ n.

7\~ Z
Théoréme 1.4 L’application o réalise un isomorphisme de ((—Z) ,-) sur (Aut (+Z) 7o) )
n n

Z\"~ 7
Démonstration. Pour z, 2’ dans | — et y dans —, on a :
nZz n.

o (za') (y) = = (2'y) = (0 (x) 0 0 (2)) (v)

On a donc o (z2') = o (x) o 0 (') et o est un morphisme de groupes.
Sio(z)=1I4onao(z)(l) =1, soit z =21 =1, donc o est injective.
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nZ

Z — _ - 7
Siu e Aut <ﬁ> et k=u (1) , alors pour tout 7 € _gpona:

w(j) =u(GI) =ju(l) =jk=jk=0 (k)]

L’application o est donc surjective. En définitive o réalise un isomorphisme de groupes de

() ) (1 (2)-o) -

On déduit du théoréme précédent que :

et (s (Z)) =t ((2) ) =0

7 7
Comme Homy,, | —, — | = {Id}, on a un seul automorphisme d’anneaux.
nZ,’ nZ
. . . A
Exercice 1.7 Soit p > 2 un nombre premier. Quels sont les sous-groupes de 7 X A
p

Z Z\? Z

Solution 1.7 Pour p premier, — est un corps et | — | est un —-espace vectoriel de de
pZ pZ pZ

dimension 2.

2
On remarque alors que les sous-groupes de <_Z sont ses sous-espaces vectoriels.
D

2
En effet un sous-espace vectoriel est un sous-groupe et pour tout sous-groupe H de (—) , On

Y/
a pour tout (z,y) € H et tout k € 7
p

E(x,y)::tZ(x,y) €H

_ 7 \?2 Z
Les possibilités sont donc H = {0}, H = <_Z> ou dim (H) = 1, soit H = — (x,y) avec
p p
(z,y) # (0,0) .

Pour x # 0, on a H = 7 (1,2), ce qui donne p droites possibles et pour x = 0, on a H =
p
y/

— (0,1), soit une droite.
p

On a donc au total p + 3 sous groupes possibles.
X

1.2 Le groupe multiplicatif ) fonction indicatrice
n
d’Euler

7\~ 7
Pour n > 2, on note (_Z> le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A c’est-
n n

a-dire ’ensemble des éléments a de 7 pour lesquels il existe b dans 7 tel que ab = 1 (on
n n

vérifie facilement que cet ensemble est un groupe multiplicatif).
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n

Pour n =0, on a Z* = {—1,1} et pour n =1, 17 = {6} n’est pas un anneau.
Du théoréme de Bézout, on déduit le résultat suivant.

Théoréme 1.5 Soit a un entier relatif. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1.
2.

7
est inversible dans — ;
nz,

S]]

Q

est premier avec n ;

Is]

7
3. @ est un générateur du groupe cyclique (7’ —|—> .
n
i . . _ ) ) Z , . < 1 e T Z
Démonstration. Dire que @ est inversible dans 7 équivaut a dire qu’il existe b dans 7
n n

tel que @b = 1, ce qui est encore équivalent a dire qu’il existe b, ¢ dans Z tels que ab + gn = 1
et revient a dire que a et n sont premiers entre eux (théoréme de Bézout).

En traduisant le fait que @ est inversible dans 7 par 'existence d’un entier relatif b tel que
— p— n p—
ab = ba = 1, on déduit que cela équivaut a dire que 1 est dans le groupe engendré par @ et
donc que ce groupe est —. [ ]
nZ
. : " 7 = L .
Exercice 1.8 Montrer que, pour tout entier n > 2, un élément de 7 \ {0} est soit inversible,
n

soit un diviseur de 0.

Solution 1.8 Ce résultat est en fait valable pour tout anneau A commutatif unitaire qui est
fini (voir Uezercice 77).

Z
On peut aussi le montrer dans le cas particulier de A
n

7 _
Soit a € 7 \ {O} avec a compris entre 1 et n — 1.
n
St a est premier avec n, a est alors inversible, sinon le pged o de a et n est supérieur ou égal
a

a2 et&%:gﬁzﬁavec%%ﬁpuisquelggSn—l.

Définition 1.2 On appelle fonction indicatrice d’Fuler la fonction qui associe a tout entier
naturel non nul n, le nombre ¢ (n) d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n
(pourn =1, on ap(l)=1).

Le théoréme précédent nous dit que pour tout entier n > 2, ¢ (n) est le nombre de générateurs
Z
du groupe cyclique (—Z, +) (ou de n’importe quel groupe cyclique d’ordre n) ou encore que
n
c’est le nombre d’éléments inversibles de A
n

Exemple 1.1 St p > 2 est un nombre premier, tout entier compris entre 1 et p — 1 est alors
premier avec p, donc ¢ (p) =p — 1.

Du théoréme de Lagrange, on déduit immédiatement le résultat suivant.

Théoréme 1.6 (Euler) Pour tout entier relatif a premier avec n, on a a?™ =1 (n).
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nz

Z X
Démonstration. Si a est premier avec n, alors @ appartient a 7 qui est un groupe
d’ordre ¢ (n) et en conséquence son ordre divise ¢ (n) (théoréme de Lagrange), ce qui entraine
a@*™ =1, ou encore a¥™ =1 (n). ]

Le théoréme précédent nous dit que, pour a est premier avec n, I'inverse de @ est a?(™ 1.
Exercice 1.9 Montrer le théoréeme d’Fuler en utilisant le fait que, pour tout entier relatif a

X
premier avec n, l’application 1, : x — ax est une bijection de (_Z) sur lui méme.
n

Z X
Solution 1.9 Pour a premier avecn, on a @ € <+Z> et lapplication 1, : x — ax est bijective
n

Z\" 1

] sur lui méme d’inverse 7, a
n

de cx— (@) .
On en déduit alors que :

H r = H (az) = a*" H x
()" ee(E) e ()"
et en conséquence, a*™ =1.

Pour p premier, on a ¢ (p) = p — 1 et le théoréme d’Euler devient le petit théoréme de
Fermat.

Théoréme 1.7 (Fermat) Soit p un entier naturel premier. Pour tout entier relatif a premier
avec p, on a aP~ =1 (p) et pour tout entier relatif a, on a a’? = a (p) .

Exercice 1.10 Montrer que pour tout entier n > 3, ¢ (n) est un entier pair.

— —2

Solution 1.10 Pourn >3, ona (—1) #1 et (—1) = (=1)* =1, donc (—1) est d’ordre 2 qui

Z X
va diwviser 'ordre du groupe (_Z> , soit p(n).
n

Pourn =2 onazz{GT} z X:{T}etgp(Q):l
’ 27 T\ 2Z '

Le théoréme de Fermat peut étre utilisé pour résoudre des exercices élémentaires d’arithmé-
tique.

Exercice 1.11 Soit p > 2 un nombre premier. Fxpliquer comment utiliser le théoreme de
Fermat pour simplifier le calcul du reste dans la division euclidienne par p d’un entier de la
forme a®, 0w a,b sont des entiers plus grands que p, ’entier p ne divisant pas a.

Par exemple, calculer le reste dans la division euclidienne de 1152°'3 par 11.

Solution 1.11 Si p divise a, il divise aussi a® et le reste cherché est nul.

On suppose donc que p ne divise pas a.

Tout d’abord, en vue de diminuer b, on effectue la division euclidienne de b par p — 1, soit
b=q(p—1)+7r avec 0 <r <p—2etonaa = (a"Ha" avec a?' =1 (p) puisque p ne
divise pas a, ce qui donne a® = a” (p).

Ensuite, en vue de diminuer a, on effectue la division euclidienne de a par p, soit a = ¢'p+s =
s (p)avecl <s<p—1eta®=s" (p).

Le reste cherché est donc celui de la division de s" parp avec 1 <s<p—1et0<r<p-—2.
Pour m = 115213 et p = 11, on a 2013 = 3 (10) et 115 =5 (11), donc 115213 = 53 (11) et
avec 5% = 3, 5% = 4 modulo 11, on déduit que 115°°'3 = 4 modulo 11, ce qui signifie que 4 est
le reste dans la division euclidienne de 1152°'3 par 11.
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n

Exercice 1.12 Soit p > 7 un nombre premier. Montrer que p* — 1 est divisible par 240.

Solution 1.12 Comme 240 = 2*-3-5, il suffit de montrer que p* —1 est multiple de 2%, 3 et 5.
Comme p est premier différent de 3 et 5, le petit théoréeme de Fermat nous dit que p* — 1 est
congru & 0 modulo 5 et p* congru a p, modulo 3, donc p* est congru a p* qui est lui méme
congru & 1 modulo 3. L’entier p* — 1 est donc multiple de 3 et 5.

D’autre part, on a p* —1=(p—1)(p*> +p* +p+1) avec p congru a 1 ou 3 modulo 4, puisque
p est premier différent de 2.

Si p est congru a 1 modulo 4, alors p — 1 est congru a 0 modulo 4, donc multiple de 4, et
p? +p? +p+1 est congru a 0, modulo 4, donc lui aussi multiple de 4 et p* — 1 est multiple de
16.

St p est congru a 3 modulo 4, il s’écrit alors p =3+ 4q avec ¢ > 1 et :

p* — 1 =432q + 864¢* + 768¢° + 2564 + 80

chaque coefficient de ce polynome étant multiple de 16, il en résulte que p* — 1 est multiple de
16. D’ou le résultat annoncé.

Exercice 1.13 Soit n > 2. Montrer que n® — n est divisible par 30.

Solution 1.13 Comme n(n — 1) est pair et n(n — 1) (n+ 1) est multiple de 3 (n est congru a
—1,0 ou 1 modulo 3) m=n° —n=n(n—1)(n+1) (n*+ 1) est divisible par 2 et 3, donc par
6. Le théoréeme de Fermat nous dit que m = n® —n est divisible par 5, donc m est divisible par
30 =6 X 5 puisque 6 est premier avec 5.

Exercice 1.14 Soient a,b des entiers relatifs et (ng),<,<, une suite finie de r > 2 entiers
naturels non nuls.

1. Monter que sia = bmod (ng) pour tout k compris entre 1 et r, alorsa = bmod (ny V ---Vn,).

Dans le cas ot les ny sont deuzx a deuz premiers entre euzx, on a a = b mod (an) .
k=1
2. Montrer que pour tout entier relatif a premier avec 561, on a a®®® =1 (561), alors que
561 n’est pas premier (on dit que 561 est un nombre de Carmichaél, voir le paragraphe

1.7).

Solution 1.14

1. Sia=bmod (ng) pour tout k compris entre 1 et r, b — a est alors un multiple commun
auz ny et en conséquence de ny \V - -V n,., ce qui signifie que a =b mod (nyV---Vn,).
T

Dans le cas ou les ny sont deux & deux premiers entre eux, on a nyV ---Vn, = | |nk
k=1

(lemme 1.2).
2. L’entier n = 561 est divisible par 3 (puisque 14645 = 12) et par 11 (puisque 1—6+5 = 0).
3

Précisément, on a la décomposition en facteurs premiers 561 =3 -11-17 = Hpk.

k=1
Dire que a est premier avec 561 équivaut a dire qu’il est premier avec chaque py et le

théoreme de Fermat nous dit que aP*~* = 1 mod (py) et en remarquant que 560 est divisible
par chaque py — 1 (560 = 2-280 = 10-56 = 16 - 35), on en déduit que a®®® =1 mod (py)
pour k =1,2,3 et la question précédente nous dit que a®® =1 (561).
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7 . -
Dans le cas ot n est premier tous les éléments de 7 \ {O} sont inversibles et en conséquence
n
Y/

— est un corps.
nZ,

En fait on a le résultat plus précis suivant.

Théoréme 1.8 Pour tout entier n > 2, les assertions suivantes sont équivalentes : :
. N est premier;
. pour tout entier naturel non nul o, on a ¢ (n®) = (n —1)n**;

1
2
3. o(n)=n—1;
4

-z est un corps;

n

. 7 est un intégre ;

6. (n—1)!'=—1 (n) (théoréme de Wilson);

7. (n—=2)'=1 (n);

8. pour tout k compris entre 1 et n, on a (n—k)! (k —1)! = (=1)" (mod n);
9. pour tout entier k compris entre 1 et n —1, on a <Z> =0 (mod n);

n

k

10. pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a (

(=1)* (mod n).

N—

= 0 (mod n) et (”;1) _

Démonstration.

(1) = (2) Pour n premier, un entier k£ compris entre 1 et n® n’est pas premier avec n® si, et
seulement si, il est divisible par n, ce qui équivaut a dire qu’il existe un entier ¢ compris entre
1 et n® ! tel que k = gn et cela nous donne n®~! possibilités. Il en résulte que :

© (noc) —no_ na—l — (TL _ 1) na—l

(2) = (3) 1l suffit de prendre a = 1.
3)= () Sig(n)=n-1 I = X—Z\{G}‘JZ L
=n—1lonaalos | — | = et — est un corps.

(4) = (5) Résulte du fait qu'un corps est en particulier un anneau intégre.

Z
(5) = (1) Supposons que 7 soit intégre. Si d est un diviseur de n différent de n dans N, il

n

Z
existe alors un entier ¢ compris entre 2 et n tel que n = qd et dans 'anneau intégre — on a

gd =0 avec d # 0, ce qui impose § = 0, soit ¢ = n et d = 1. L’entier n est donc premier.

Z — Z\"
(1) = (6) Si n est premier, I'anneau 7 est alors un corps et tout élément k de (7>
n n

_ _ n—1 Z
est racine du polynome X"~' — 1, donc X"' =1 = [] (X — k) dans o~ [X] et en évaluant
k=1 n
1

ce polynome en 0, il vient — 1:[ (=k) = (-1)"""(n—1)! = (n—1)! (pour n = 2, on a

(=1)"' = —T =T et n > 3 premier est impair, donc (—1)""' =T1).
(6) = (1) Sin > 2 est tel que (n —1)! = —1 dans 7 alors tout diviseur d de n compris
n

entre 1 et n — 1 divisant (n — 1)! = —1+ kn va diviser —1, ce qui impose d = 1 et 'entier n est
premier.
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n

(6) < (7) Pourn >2,ona (n—1)!=(n—-1)(n—2)!=—(n—2)! modulo n.
(6) < (8) L’implication (8) = (6) est évidente (prendre k = 1).

Supposons que (n — 1)! = —1 (n). Dans ce cas, n est premier.

Sin=2 onaalors, pour k =1et k=2:

(n—k)(k—1)!=1=(-1)" (mod 2)

Pour n > 3 qui est premier impair, on procéde par récurrence finie sur k.
Le résultat est acquis pour k = 1 et pour k = n (puisque (—1)" = —1).

En supposant le résultat acquis pour k € {1,--- 'n—2}, ona:
k
(n—(k+1))k! = k(n—kz)!(kz—l)!
— = . Z - = . :
avec n — k = —k qui est inversible dans le corps 7 puisque k # 0, ce qui nous donne I’égalité
n
d —
ans —

(n— (k+1)k! = ik(n — ) (k= 1) = —(=1)F = (=1)

soit (n — (k+ D))k! = (=D (mod n).
(1) = (9) Si n > 2 est premier, comme il divise n! = k! (n — k)'(Z
k! (n — k)! (sinon il diviserait ce produit et donc I'un des entiers j compris entre 1 et n—1, ce qui

) et est premier avec

n n
est impossible), il divise I (théoréme de Gauss), ce qui revient a dire que (k) =0 (mod n).

(9) = (10) Supposons que Z =0 (mod n) pour tout entier k£ compris entre 1 et n — 1.

Pour tout entier k& compris entre 1 et n — 1, on a :
n\ (n-—1 n n—1
k) \ k k—1

-1 —1
(triangle de Pascal), donc (n f ) = — (Z 1) modulo p et par récurrence finie sur k& compris

entre 0 et n — 1, on déduit que est congru a (—1)k modulo n. En effet, pour £ = 0, on

k
n—1 0 n—1 .
a 0 =1=(—1)" modulo n; pour k =1, on a ) =n—1= —1 modulo n; puis en
) . . n—1 n—1
supposant le résultat acquis pour £ — 1 compris entre 0 et n — 2, on a k =— E_ 1 =

—(=1)"" = (=1)* modulo n.
(10) = (1) Supposons que (Z) =0 (mod n) et <n— 1) = (=1)" (mod n) pour tout

entier k compris entre 1 et n — 1.
Pour tout diviseur k£ de n compris entre 1 et n — 1, on a :

0= () -5(70) =30

n—1
0

n

z € {2,---,n— 1}, ce qui est impossible), donc n est premier. [ |

(pour k£ =1, on a bien ( ) =1 = (=1)" modulo n), ce qui impose k = 1 (sinon n divise
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Remarque 1.1 L’implication (5) = (4) est aussi conséquence du fait que tout anneau unitaire
fini et intégre est un corps (théoréeme de Wedderburn,).

Si A est un anneau fini intégre, alors pour tout a € A\ {0} Uapplication x — ax est injective
de A dans A, donc bijective, ce qui entraine [’existence de a’ € A tel que aa’ = 1.

Exercice 1.15 Soit p un nombre premier impair.

-1 — Z\"
1. Montrer qu’il y a exactement b 5 carrés et b 5 non carrés dans (_Z) .
p

pZ,

Z *
2. Montrer que l’ensemble des carrés de <—) est l’ensemble des racines du polynéme

_ _ Z\"
X5 —Tet que ’ensemble des non carrés de <—> est l’ensemble des racines du poly-

pZ
nome X5 +1.
Z . .
7 si, et seulement si, p est congru a 1 modulo 4.
p _
Dans ce cas, donner une racine carrée explicite de —1.

3. Montrer que —1 est un carré dans

Z\" _ _
Solution 1.15 Pour p = 2, (ﬁ) = {1} et 1 est le un seul carreé.

pZ vZ

1. L’ensemble C, est l'image du morphisme de groupes :

o ()~ (2)

x —> x?

Z\" Z\"
Pour p > 3 premier, on note C,, = {1‘2 |z € (—) } l’ensemble des carrés de ( ) .

et le noyau de ce morphisme est :
Z\" — - = -
ker(gop):{xe (ﬁ) | (z—1) (m+1):O}:{—1,1}

avec —1 # 1 dans le corps 7 bour p > 3 premier, donc C, = Im (p,) est isomorphe a
p

card (C,) = card (7’%> _p— 1

carrés et

ce qui signifie qu’il y a exactement

o (1)
non carrés dans | — | .
pZ

Z\" - =
2. Sty € Cp, il existe alors v € (+Z> tel que y = x° et ypT1 = o' = 1 (Fermat
p
ou Lagrange). Donc C, est contenu dans l’ensemble des racines du polynéme P (X) =

X% —T et comme ce polynome a au plus P

= card (C)) éléments, C, est I’ensemble

de ces racines.
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Z\" 1, - _1)\ 2 _ - _
Siy e (_Z) \ Cp, on a alors y% # 1 et <ypTl> =Pt =1, donc y% = —1. Donc
p

p—1

Z\" _
(_Z) \ C, est contenu dans l’ensemble des racines du polynome Q (X) = X"z +1 et
p

comme ce polynome a au plus

l’ensemble de ces racines.
3. Ona:

(-1eC,) & ((—1)%1 = T) & (p%l =0 (mod 2))
& (p=1 (mod4))

St p > 3 est un nombre premier congru a 1 modulo 4, il s’écrit p = 4q+ 1 avec ¢ > 1 et

m = est un entier pair non nul.
. . p+1 . , ‘
Tout entier k compris entrem+1:T etp—1sécritk=p—7j avecl <j<m=
-1
pT’ donc k= —j mod p et :
(p—Dl=1-2----" m-(m+1)----(p—1)

puisque m est pair.
D’autre part, comme p est premier, le théoréme de Wilson nous dit que (p —1)! = —1
mod p, donc (m!)2 = —1 mod(p).

1.3 Le théoréme chinois

Lemme 1.2 Soient (nj)1<j<r une suite de r > 2 entiers naturels distincts de 0 et 1.

T
1. Siles entiers ny,--- ,n, sont deur a deuxr premiers entre euz, leur ppcm est alors Hnj.
Jj=1
2. Si les entiers ny,--- ,n, ne sont sont pas deuzr & deuxr premiers entre eux, on a alors
T

ppcm (nh e 7n7”) < Hn]
j=1

Démonstration.
ning

1. C’est vrai pour r = 2 puisque ny V ny = et supposant le résultat acquis pour

T N o
r = 2, en utilisant ’associativité du ppcm, on a :

niV-e V=M Ve Vn) Vi
r r+1
k=1 k=1
puisque n,41 qui est premier avec tous les n; pour £ compris entre 1 et r est premier avec
T
leur produit (sinon il existe un diviseur premier p de n,.; et de an, donc p divise I'un

k=1
des ny pour k compris entre 1 et r, ce qui contredit 1,1 A ny = 1).
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2. Sing,---,n, ne sont sont pas deux a deux premiers entre eux, il existe alors deux indices

i # j compris entre 1 et r tels que n; A n; > 2. Quitte & modifier la numérotation, on
nin
peut supposer que (i,7) = (1,2). On a alors ny V ny = L2

< ning et :
T VAN o

nV---Vn,=(nVny)V(ngV---Vn,)
< (niVny)(ngV---Vn,) < (nng) (ng----- n,)

Remarque 1.2 Le résultat du point 1. du lemme précédent n’est plus valable si on suppose
seulement que les n; sont premiers entre eur dans leur ensemble comme le montre 'exemple
suivant :

2v3v4=12<2-3-4=24

: . : o . Z
Pour tout entier n > 2, on désigne toujours par 7, la surjection canonique de Z sur —.
n

Théoréme 1.9 (chinois) Soient (n;), ., une suite de r > 2 entiers naturels distincts de 0
et 1 etn= Hnj.
j=1
Z

Les entiers nq, - -+ ,n, sont deux a deux premiers entre eux si, et seulement si, les anneausr —
n

U
et —— sont isomorphes.
Han p

Dans ce cas, application :

~ Z
e —
4 nZ Han
7=1
Tn (k) = (7T1 (k) yt Ty (k))
(0w on a noté Ty, la surjection canonique m,, ) est un isomorphisme d’anneauz d’inverse :

Z

_1 . &
v nZ

T 7 .
. an
=1

J

(mi(ay), - ,m(ar) — 7o <Zazuznﬁ>

i=1 v

~ n

0l (uj), <, est une suite d’entiers relatifs telle que g u;— = 1.
<j< N
j=1

Démonstration. Voir le théoréme 7?7 pour une démonstration plus générale dans le cadre

d’un anneau principal.
,

Le produit cartésien | |_Z est naturellement muni de la structure d’anneau produit.
n .

j=1"
Supposons les entiers nq, - -- ,n, deux a deux premiers entre eux.

L’application :
f: Z —

Jj=

ko— (m(k), - ,m (k)

U/
1.7
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est un morphisme d’anneaux et son noyau est formé des entiers multiples de tous les n;, donc
T

de leur ppcm n = Hnj puisque ces entiers sont deux a deux premiers entre eux, il se factorise

j=1
donc en un morphisme d’anneaux injectif :
Z o Z
: — — Y

m (k) = (m (k). (F))

Ces deux anneaux ayant méme cardinal n, ’application ¢ réalise en fait un isomorphisme
T
, 7 7
d’anneaux de — sur H—
n. tin;Z
Jj=1
7
Si les entiers ng, - - - ,n, ne sont pas deux a deux premiers entre eux les groupes additifs 7
n

,

Y/

et H— ne peuvent étre isomorphes puisque 7, (1) est d’ordre n dans — et tous les éléments
n; 2 n

j=1""7
.,

de | |_Z ont un ordre qui divise le ppcm de nq,--- ,n, qui est strictement inférieur a n.
n .
j=1"

On désigne par (m;),;, la suite d’entiers définie par :
n T
mj:_:an‘ (1<j<n)
[
i#]
Ces entiers sont premiers entre eux dans leur ensemble (sinon, il existe un nombre premier
T
p qui divise tous les m;, divisant m; = Hn,-, il divise un n; pour 2 < ¢ < r, mais divisant m;,
=2
il divise un ng pour 1 < k # ¢ < r, ce qui contredit le fait que n; et n; sont premiers entre
eux) et le théoréme de Bézout nous dit qu’il existe une suite (u;) d’entiers relatifs telle

,
que E u;m; = 1.
j=1

Pour tout 7 compris entre 1 et 7, on a :

m (1) =m; (ZWM) = m; (u;) m; (my)

(ce qui signifie que m; (m;) est inversible dans Z,, d’inverse m; (u;)) et posant :

k = Zalulmz
=1
on a m; (k) = m; (aj) m; (u;) 7 (m;) = m; (a;) , donc :

) (mn (F)) = (mu (k) ;- e (K)) = (T (@1) -+ 5 7 (ar)

L’inverse de ¢ est donc défini par :

Y (m (@), (a0) =, (Zazuzmz>

=1

1<j<r
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Exercice 1.16 Soient n > 2 et m > 2 deuz entiers. Montrer que les anneaur — X — et

n?Z — mi
7 7

(nAm)Z 8 (nVm)Z

sont isomorphes.

Solution 1.16 Si n et m sont premiers entre eux, le théoréme chinois nous dit que [’anneau

Z X z t h z , est bt ] he @ z X Z
X est isomorphe a p— qui est bien isomorphe a A Z v ) Z

A 7
(nAm)Z 7
Pour 6 =nAm > 2, on écrit les décompositions en facteurs premiers de n et m sous la forme :

k T
n=]Tw I wom= H I1
i=1

i=k+1 =1 i=k+1

PULSQUE

:{6} et nVm =nm.

ot les facteurs premiers p; ont €té regroupés de sorte que a; > [B; pour 1 < i < k et a; < [5;
pour k+1 < i <, les exposants o, B; étant positifs ou nuls (si l'une des conditions o; > f3;
ou o < fB; n'est jamais vérifiée, alors le produit correspondant vaut 1).

Awvec ces écritures, on a :
=nam=TLo I1 s

i=k+1
k r
p=nvm=]]p" [] »
i=1  i=k+1
et le théoréme chinois nous donne les isomorphismes d’anneaux :
Z Y7 & Z Y Z
_>Hz HOMXH%XH&
5Z pZ /- k+1 ;'L i—1 Pi 2 i=kt1 Pi Z
k r 7
H Qi H H ﬁz H Bz
w1 Pi L =k+1 iz iy U /Ay
Z Z
nZ mi.

Le calcul de ¢ (n) pour n > 2 peut se faire en utilisant la décomposition de n en facteurs
premiers grace au théoréme chinois.

Lemme 1.3 Si A, B sont deur anneaur unitaires et ¢ est un isomorphisme d’anneaur de A

sur B, il réalise alors un isomorphisme de groupes de A* (groupe des éléments inversibles de
A) sur B*.

Démonstration. On a p(14) = 1g et pour a € A* de 1z = ¢ (1) = ¢(aa™?) =
¢ (a)p(a™t), on déduit que ¢ (a) € B*.

Donc ¢ est un morphisme de groupes de A* dans B*.

Comme ¢ est injectif, il en est de méme de sa restriction a A*.

Pour tout b = ¢ (a) € B*, il existe ¢ = ¢ (a’) € B* tel que 1p = bc = ¢ (ad’) = ¢ (1,),
donc aa’ = 1, et a € A*. La restriction de ¢ & A* est donc surjective sur B* et elle réalise un
isomorphisme de A* sur B*. [ ]
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,
.. , .. . o . , N
En utilisant la décomposition en facteurs premiers n = l_ijJ d’un entier n > 2, le théoréeme
Jj=1
chinois nous dit qu’on a un isomorphisme d’anneaux :

7 x 7
nZ%jzlijZ

qui induit un isomorphisme de groupes :
Z\N* (& z\ &z
(nZ> ~ (jﬂpr) i1 (pij>

et prenant les cardinaux, on en déduit que :

T

p(n) =] @)

=1

Le calcul de ¢ (n) est alors ramené a celui de ¢ (p®) ou p est un nombre premier et o un
entier naturel non nul.

Lemme 1.4 Pour tout nombre premier p et tout entier naturel non nul o, on a :
(™) =@-1)p"

Démonstration. Si p est premier, alors un entier £ compris entre 1 et p® n’est pas premier
avec p“ si et seulement si il est divisible par p, ce qui équivaut & K = mp avec 1 < m < p®~1 il
y a donc p®~! possibilités. On en déduit alors que :

) (pa) — pa _ pa—l — (p o 1)pa—1

,

Théoréme 1.10 Si n > 2 a pour décomposition en facteurs premiers n = [[ pf" avec 2 <
i=1

p1 < --- < p, premiers et les a; entiers naturels non nuls, on a alors :

Avec ce résultat on retrouve le fait que, pour tout n > 3 I'entier ¢ (n) est pair. En effet, pour
T

n = 2%avec a > 2, on a o (n) = 27! qui est pair et pour n = 2% [[ pi* = p{*m avec a > 0,
i=1

7 > 1, tous les p; étant premiers impairs, on a ¢ (n) = (p; — 1) p®* ¢ (m) qui est pair.

Exercice 1.17 Montrer que pour tout diviseur positif d d’un entier n > 2, ¢ (d) divise ¢ (n) .

Solution 1.17 Pour d = 1 c’est clair et pour d > 2, on a les décompositions en facteurs

T S
premiers n = [[ pi" et d = pr’ avec 1 < B; < a; pour 1 <i < s<r, donc :

i=1 i=1
pn - ai—Bi - ai— *
(d):Hpi g Hpi 1(p2~—1)€N
v (d) i=1 i=s+1
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De la définition, on déduit que ¢ (n) est compris entre 1 et n— 1. Ce résultat peut étre affiné
comme suit.

Théoréme 1.11 Pour tout entier n > 2, on a :
Vn—1<pn)<n-1

Démonstration. L’inégalité ¢ (n) < n — 1 est une conséquence immeédiate de la définition.
Pour montrer 'autre inégalité on proceéde en plusieurs étapes.
On s’intéresse d’abord aux valeurs de n comprises entre 2 et 7. Pour ces valeurs, on a

0(2)=1>v2-1,005)=4>Vb—1let p(3)=¢(4) = (6) =2>Vk—1pour k= 3,4,6.

On s’intéresse ensuite aux entiers de la forme n = [] p; avec 3 < p; < .-+ < p, premiers.
i=1
Dans ce cas, on a :

p(n) _ ﬁ pi—1
Pour p > 3,onap(p—3) >0, soit p>—3p+1 > 0 ou encore (p — 1)2p, c’est-a-dire p—1 > /p.
On en déduit donc que ¢ (n) > /n.

.
Counsidérons le cas de n impair supérieur ou égal a 7. Il s’écrit n = Yavec 3 < pp <
(A
i=1

,
-+« < p, premiers et a; > 1 pour tout ¢ compris entre 1 et r. En posant m = [] p;, on a :
i=1

e(m)=—Tlew)=—v0m)

et :

ce qui donne ¢ (n) > /n.
Pour n = 2% avec a > 3, on a :

et ¢ (n) > /n.

Pour n =2%3% aveca > 1, 3 > 1et (o, 3) # (1,1), 0on a:

“0\%) _ 928351 — (\/§>a (x/ﬁ)ﬁ_2 > 1

(pour 8 > 2 il n’y a pas de probléme et pour f =1onaa > 2et (\/§)a (\/5)_1 >

ce qui donne ¢ (n) > \/n.

.,
Enfin, si n est pair supérieur ou égal a 7, il s’écrit n = 2% [[ pi" avec 3 < py < -+ < p,
=2

T
premiers et «; > 1 pour tout i compris entre 1 et 7. En posant m =2 [[ p;, on a : :

p(n) _ [ne(m) _ ¢(m)
Vi ‘\/;m = Um
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avec : .
p(m) 1 yypi—1
Vo V255 b
p—1 p(m)  p—1 p2—1
Pour p > 3, on a > 1, donc > et pour ps > 5, on a > 1. Il reste
N NGV N V2y/P2
a étudier le cas py = 3, soit n = 2*13%r, avec r = [[ p;" o 5 < p3 < --- < p, sont premiers.

i=3
Dans ce cas, on a :
p(n) _p2M32)p(r)

= >
Voo 2m3ee r

d’aprés ce qui précede.
On a donc ainsi montré que ¢ (n) > /n pour tout n > 7. [
Le résultat de l'exercice qui suit est a la base du systéme cryptographique R.S.A. (pour
Rivest, Shamir et Adleman).

Exercice 1.18 Soient p et q deur nombres premiers distincts et n = pq. Montrer que si a et b
sont deux entiers naturels tels que ab =1 (mod ¢ (n)), alors pour tout entier relatif m, on a
m® =m (mod n).

Solution 1.18 Siab=1 (mod ¢ (n)), il existe alors un entier relatif k tel que :
ab=1+kp(n)=1+k(p—1)(¢g—1)

Si m est un entier relatif premier avec p, on a alors mP~' =1 (mod p) (théoréme de Fermat)
et :
m® = mm*FP=DE=D = m (mod p)

Si Uentier relatif m n’est pas premier avec p, c’est nécessairement un multiple de p (qui est
premier) et :

m® =0=m (mod p)

De maniére analogue, on a m® = m (mod q) et avec p et q premiers entre euz il en résulte

que m® =m (mod pq) .

Le principe du systéme R. S. A. est le suivant. On se donne un ensemble {P;,---, P,} de
n > 2 personnes qui souhaitent communiquer entre elles de fagon codée. On attribue a chacune
de ces personnes P un entier ny = prq; produit de deux nombres premiers et un entier cj
premier avec ¢ (ng) = (pr — 1) (gx — 1) . Les entiers ny sont choisis trés grands (de 'ordre de
10'%%) de fagon a rendre improbable les décompositions en facteurs premiers ny = ppgs.

On dispose d’un annuaire public o est associé a chacun des Py le couple (ng, ¢x). Comme
¢x est premier avec o (ny) , il est inversible modulo ¢ (ny) et seul Py, qui connait la factorisation
de n; est capable de calculer I'inverse dy de cy.

Un message est une succession d’entiers inférieurs aux ny.

Si P, veut envoyer un message m codé a P, il lui envoie le plus petit entier positif ms
congru a m® modulo ny. Il suffit alors a P, de calculer mgQ qui est congru & m modulo ny (de
cady = 1 (mod ¢ (ny)), on déduit que m2® = m=® = m (mod ny)) pour décoder le message
mo.

Z
Exercice 1.19 On s’intéresse auz racines du polynome P (X) = X? —1 dans 7 pourn > 2.
n
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Traiter le cas n = 2.
Traiter le cas ot n > 3 est premier impair.
Traiter le cas ou n = p® ot p > 3 est premier o > 2.
Traiter le cas oun = 2% ot o > 2.

Traiter le cas général n > 2.

Solution 1.19

1.

2.

Pourn =2, on a —

57 {G,T} et 1 est l'unique solution.

sont les deuzr seules
uwx=1).

7 - - _
Pour n > 3 premier impair, — est intégre avec —1 # 1 et —1,1
solutions (v? — 1= (x — T) (x + T) =0 si, et seulement si, vt = —1 o
Soit n = p* ot p > 3 est premier a > 2.
On a déja deuz solutions distinctes —1 et 1.

_ 7, _ _ _ _
Six=Fke€ 7 \ {—1, 1} est une solution, p® divise (x — 1) (x + 1) , ce qui équivaut a
pOé

dire qu’il existe des entiers relatifs non nuls w,v premiers avec p et des entiers naturels
rstels quer+s>aetk=1+up = —1+vp® (ona(k—1)(k+1)=wp’ avec f > «
et w non nul premier avec p).
Sir>1ets>1, onaalors2=vp’—up” qui est divisible par p > 3, ce qui est impossible.

On a doncr=0ous=0, dncs>aoour>a,soithk=—1ouk=1, ce qui est exclu.
En définitive, —1 et 1 sont les deux seules solutions.

Soit n = 2% o o > 2.

On a déja deuz solutions distinctes —1 et 1.

Reprenant les notations et le raisonnement précédent, on a k =1+ u2" = —1 4+ v2° avec
u, v impairs non nuls et r+s > a, donc2=v-2° —u-2".

Sir=0 [resp. s =0/, onaalorss > aetu=2(2"—1) fresp.r > aetv=2(2""14+1)]
avec u [resp. v] impair, ce qui est impossible.

Doncr >1,s>1etl=0v-2°"1—u-2""1 ce qui impose s =1 our =1 (sinon le théoréme
de Bézout nous dit que 2°~1 et 2"~ sont premiers entre euz, ce qui n’est pas pour r > 2 et
r>2),s0itr>a—1lous>a—1,doncr=a—1ous=a—1 (smonE:T ouk = —1,
ce qui est exclu), soit k =1+ u20"1 =1+2071 oy k = —1 +v20-1 = —1 + 29 Tpuisque
u et v sont impairs. On vérifie que réciproquement, ces deuz éléments sont bien solutions
distinctes.

En définitive, on a quatre solutions :

—1,1, 1 4+2o1 —1 4201

pour o > 3 et 2 solutions :

—1=1+2,1=-1+2

pour o = 2.

En dehors des cas déja traités, l'entier n s’écrit n = 2*'pg? - p& avec p; = 2 < pg <
- < pp premiers, a; > 0, ag > 1 pour k compms entre 1 et r.

En notant, pour tout j compris entre 1 et r, k ) la classe de k modulo p?j, le théoréeme
chinois nous dit que [’application :

— 7 —(1) —(r)
K —r—><k ook )
v EnZ
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- 7 — —(r
est un isomorphisme d’anneaur (pour oy = 0, on se contente de k € 7 — (k@), e ,k( )>)
n

o _ 2 .
et I’équation =T equivaut a (k(j)) e pour tout j. Le nombre de solutions est donc :

2" pour a; =0 ou 1
2" pour a; =2
2"t pour a; > 3

1.4 Equations et systéme d’équations diophantiennes

Soient n > 2 un entier, a un entier naturel non nul et b un entier relatif.
On veut résoudre dans Z 1’équation diophantienne :

ar =b (n) (1.1)

Dans le cas ou b = 1, cette équation a des solutions si, et seulement si @ est inversible dans

Y/
A ce qui équivaut a dire que a est premier avec n.

Dans ce cas l'algorithme d’Euclide nous permet de trouver une solution zo € Z de (1.1).
Si x € Z est une autre solution, alors a (z — x¢) est divisible par n qui est premier avec a et
le théoréme de Gauss nous dit que n doit diviser x — xg.
Réciproquement on vérifie facilement que pour tout k € Z, xy + kn est solution de (1.1).
En définitive, dans le cas ou a et n sont premiers entre eux, ’ensemble des solutions de
ar =1 (n) est :
S:{$0+kn|kEZ}

ol z( est une solution particuliére de cette équation.

Dans le cas ot les entiers a et n sont premiers entre eux et b est un entier relatif quelconque,
pour toute solution particuliére uy de I'équation ax = 1 (n) l'entier xy = bug est solution de
(1.1).

Comme précédemment, on en déduit que ’ensemble des solutions de (1.1) est :
S ={bxo+kn|kelZ}

ol xg est une solution particuliére de cette équation.
Considérons maintenant le cas général.
On note 6 le pged de a et n et on a a = da’, n = dn’ avec a’ et n’ premiers entre eux.

Théoréme 1.12 L’équation diophantienne (1.1) a des solutions entiéres si, et seulement si, §
divise b.
Dans ce cas, I’ensemble des solutions de cette équation est :

S={bay+kn' | kelZ}
ot xz(, est une solution particuliére de a’'x =1 modulo n'.

Démonstration. Si I'équation (1.1) admet une solution x € Z alors én’ divise da’ — b et §
divise b.

Si b est un multiple de §, il s’écrit b = dV’ et toute solution de a’z = b" (n') est aussi solution
de (1.1).
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On a vu que les solutions de a’z = I/ (n’) sont de la forme x = b'z{ + kn' ou z{, est une
solution de @’z = 1 (n') et k est un entier relatif. Réciproquement on vérifie facilement que
pour tout entier k € Z, x = b'x( + kn' est solution de (1.1). u

Le théoréme chinois peut étre utilisé pour étudier un systéme d’équations diophantiennes :

k=a; (mod n;) (1<j<r)

. : o :
ol (a;),;<, est une suite donnée d’entiers relatifs.

Dans le cas ou les entiers nq,--- ,n, sont deux a deux premiers entre eux, cela revient a
7
trouver 'antécédent dans — de (m (a1),- -+ ,m (a,)) par I'isomorphisme :

n

T
" / Y/
D = —

J=1

m (k) = (m (k). ()

Cet antécédent est kg, ou kg = E a;u;m;, en désignant par (U/j)1<j<7, une suite d’entiers
i=1

T
n
relatifs telle que E u;— = 1. On a donc ainsi une solution particuliére et les autres solutions
n .
j=1
sont les entiers k = ko + ¢ - n, ou ¢ est un entier relatif.

Exemple 1.2 Considérons le systeme d’équations diophantiennes :

(mod 4)
(mod 5)
(mod 9)

IS
1
— o b

Comme ny =4, ng =5, ng =9 sont deuzr a deux premiers entre euz, ce systeme a des solutions
données en déterminant des coefficients dans une relation de Bézout uymy + ugmeo + usms = 1,
ol My = ngng = 45, mo = ninz = 36, mg = niny = 20. Pour ce faire, on utilise ’associativité
du pged en écrivant que :

1=1-45+11-36+(—22)-20

ce qui donne la solution particuliére :
kg =2-45433-36 —22-20 = 838
et la solution générale :
k =838 + 180¢ = 118 + 180¢' (¢’ € Z)
(on a effectué la division euclidienne de 838 par n = 180).

Dans le cas ou les entiers nq,--- ,n, ne sont pas deux a deux premiers entre eux, c’est un
plus délicat.
Considérons tout d’abord le cas de deux équations :

r =a; (mod ny)
T = ay (mod ny)
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avec 0 = nqy A ng > 2.

On a ny = dn)j, ny = dnfy avec nj An =1 et il existe (uy,us) € Z? tel que uin} + usnly = 1.

Montrons que ce systéme a des solutions si, et seulement si, as — a; est multiple de 9.

Si k € Z est une solution, o qui divise n; et no va alors diviser k — a; et k — as et aussi la
différence ay — a;.

Réciproquement, supposons as — a; multiple de ¢, soit as — a; = 0.

En posant :

ko = aguin’ + ajusns,

on a :

/ /

k?() = Q9 (]_ — u2n2) + ai1UaMoy
/ /
= ag + (a1 — ag) usny = as + qousny

= as + quaons = ay (mod ny)

et de maniére analogue on voit que kg = a; (mod n;). L’entier kg est donc une solution de
notre systéme.

Si k € Z est une autre solution de notre systéme, cet entier est alors congru a ky modulo n;
et modulo n,, soit :

k—ko=qn = Q15n/1

= Q2N = Q25n/2

donc :
k — ko , ,
e = 41Ny = (2N,
)
et comme n) A nb = 1, le théoréme de Gauss nous dit que n), divise ¢, donc :
k — ko p—
5 RUGRES
avec q3 € Z, ce qui peut aussi s’écrire :
n1n2
k — ko = gsomny = G5 = BMm V ng

Réciproquement on vérifie facilement que pour tout entier relatif ¢z, ko+q3n, Vns est solution
de notre systéme.
En définitive, 'ensemble des solutions est :

S:{k0+q3n1Vn2|q3€Z}

ou kg est une solution particuliére.

1.5 Formule de Mobius

Pour tout entier n > 2, on note D,, '’ensemble des diviseurs positifs de n et pour tout d € D,
on note :

Sa={ke{l,--- ,n} |kEAn=d}

Pour d = 1, S; est ’ensemble des entiers £ compris entre 1 et n premier avec n.



Z

26 L —
es anneaux
Lemme 1.5 Les Sy, pour d décrivant D, forment une partition de {1,--- ,n} et pour tout
n
d € D, on a card (Sy) = ¢ (E> :

Démonstration. Il est clair que S; N Sy = 0 pour d # d' dans D,, et tout entier k €
{1,--- ,n} est dans Skr, avec k An € D,.

On a donc la partition :
(o= s

d€Dy
Un entier k compris entre 1 et n est dans Sy si et seulement si il s’écrit k& = dk’ avec k'

compris entre 1 et 7 qul est premier avec 7 donc :

card(Sd)zcard{k’e {17... 7%}“{//\%:1}:90(%)

|
Théoréme 1.13 Pour tout entier n > 2, on a :
n=>Y ¢(d
d€Dp
(formule de Mdébius).
Démonstration. Du lemme précédent, on déduit que :
n
n=e(g) =2 e
deDy, deDy
(Papplication d — % est une permutation de D,,). [ |

Au paragraphe 2.3 nous donnons une autre démonstration de la formule de Mobius.

De cette formule, on peut déduire que tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif K* d’un
corps commutatif K est cyclique (théoréme 2.13).

Pour tout entier n > 1, on désigne par ®,, le n-éme polyndéme cyclotomique défini par :

P, (X) = H (X—Wﬁ)

kesS

2

ouw, =€en.
Ce polyndome est de degré card (S1) = ¢ (n).

Théoréme 1.14 On a X" — 1= [] P,
deDy,

Démonstration. Pour d € D,,, le polynéme :

bu(X) = [ (X -wh)

kAd=1

est un diviseur de X™ — 1 puisqu’il est scindé a racines simples de racines :

k 2ikm 2ix \ K
wdzed — e n
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n .
avec k— compris entre 1 et n.

Comme (k:%) An = <k%> A <d%> = %(l{ ANd) = g, les polynomes &4, pour d décrivant
D,,, sont deux a deux premiers entre eux.

Le polynome X" — 1 est donc multiple du ppcm des &4, pour d décrivant D,,, soit de leur
produit [ P4

deDy,
Comme ces polyndomes sont unitaires de méme degré (formule de Mobius), on en déduit
Iégalite X" — 1= [] P4 [
deDy,
7 X
1.6 ey est cyclique pour p > 3 premier et a > 1
p

Soit p un nombre premier.
Pour tout d € D,_1, on note ¢ (d) le nombre d’éléments d’ordre d dans le groupe multiplicatif

Z X
(2)
Lemme 1.6 On a ¢ (d) = ¢ (d) pour tout d € Dy_;.

Z X
Démonstration. Dire que 9 (d) > 0 équivaut a dire qu’il existe dans (_Z) au moins un
b

élément x d’ordre d et le groupe G = {T, T, ,xd’l} est alors formé de d solutions distinctes

_ 7
de I'équation X4 —1 = 0, or cette équation a au plus d solutions dans le corps commutatif —,

pZ

donc G est exactement ’ensemble de toutes les solutions de cette équation. Les éléments d’ordre
X

d dans 7 sont donc les générateurs du groupe cyclique G et il y a ¢ (d) tels générateurs,
p
donc ¢ (d) = ¢ (d) si ¢ (d) > 0.
Z X
Comme tout élément de (—) a un ordre qui divise p — 1, onap—1= > 1(d) et

pZ dEDp,1
avec la formule de Mobius, on en déduit que :

Yo=Y e

de€Dy_1 d€Dy_1

avec 1 (d) = 0 ou ¢ (d) = ¢ (d), ce qui entraine que ¥ (d) = ¢ (d) pour tout d € D,_;. u

Z X
Théoréme 1.15 Le groupe (_Z) est cyclique.
p

Z X
Démonstration. On a ¢ (p — 1) = ¢ (p — 1) > 0, ce qui signifie qu'il existe dans <_Z)
2

des éléments d’ordre p — 1 et ce groupe est cyclique d’ordre p — 1. [ ]

Remarque 1.3 Ce résultat est un cas particulier du suivant : tout sous-groupe fini du groupe
multiplicatif K* = K\ {0} d’un corps commutatif K est cyclique (théoréme 2.13).
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Théoréme 1.16 Sip est un nombre premier impair et o un entier supérieur ou éqgal a 2, alors

Z X
le groupe multiplicatif <_Z> est cyclique.
pa

Démonstration. Cela résulte des points suivants.

1. Pour tout entier k& compris entre 1 et p — 1, (Z) est divisible par p.
En effet, pour k compris entre 1 et p — 1, p divise k! (p — k)!(?) = p! et tout entier j

compris entre 1 et p — 1 est premier avec p, donc p divise (Z) (théoréme de Gauss).

. Il existe une suite d’entiers naturels non nuls O‘k)keN tous premiers avec p tels que :

VEEN, (1+p)" =1+ \pht!

On procéde par récurrence sur k > 0. Pour £ =0, on prend A\g = 1. Pour £k =1, on a:

p
(14+p)’ = 1+p2+z (i)pk
k=2

avec (i)pk divisible par p® pour k compris entre 2 et p si p > 3, ce qui donne :
(L+p)"=1+p" +vp’ =1+ Ap’

avec \; = 1 4+ vp premier avec p. En supposant le résultat acquis pour £ > 1, on a :

p
(L+p)"" = 1+ 2" =14 A2 4 ) (Z;) Agp/FHY
=2
avec (f) M p?*+) divisible par p**+3, pour j compris entre 2 et p, ce qui donne :
k+1
L+p) =142 (N +vp) =1+ Npap™?

avec Ag11 = Ap + vp premier avec p si \; est premier avec p.

_ Z \*~
. La classe résiduelle modulo p®, 1+ p est d’ordre p®~! dans ( Z) .
pO{

. 7\
1 + p étant premier avec p®, on a bien 1 +p € (“_Z) et avec :
p

(1 —|—p)p::; =1+ A1p®* =1 (mod p*)
(1+p)? =14+ A op® !t #1 (mod p*)

(Aa—2 est premier avec p, donc A\,_op® ! ne peut étre divisible par p®) on déduit que 1+ p

Z X
est d’ordre p®~! dans ( ) .
pZ

7\~ o
. Six = k+pZ un générateur du groupe cyclique (—) , alors y = kP '+ pZ est d’ordre

pZ
Z X
p — 1 dans (ﬁ) .

Z X
La classe modulo p, © = k + pZ est d’ordre p — 1 dans (_Z> et du fait que p®~! — 1 est
p
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a—1 a—1

divisible par p—1 pour a > 2, on déduit que k¥ ' =1 (mod p) et k7" =k (mod p),
ce qui entraine que la classe modulo p de j = k7" est d’ordre p — 1 dans Z;. D’autre

part avec :
gl = =0Tt — o) = (mod p%)
Z X
on déduit que y = j + p*Z =k 4 p*Z est, d’ordre p — 1 dans <_Z> (si j© =
pO[
1 (mod p®) avec r > 1, alors p* et donc p divise j” — 1 ce qui entraine j” = 1 (mod p)
et r est multiple de p — 1).

Z X
5. On en déduit que (_Z) est cyclique.
pOé

Z \”~ _
Dans (—) onax = 1+p dordre p* ! et un élément y d’ordre p — 1 avec p — 1

P
et p®~1 premiers entre eux, il en résulte que z = xy est d’ordre ppem (p — 1,p* 1) =
Z\" Z \"
(p—1)p*t = ¢(p*) dans <—> . En conséquence (—) est cyclique d’ordre
P P

© (p*) .

Exercice 1.20

Z\" Z \”~
1. Montrer que (ﬁ) et (ﬁ) sont cycliques.

Z X
2. Dans cette question on s’intéresse au groupe multiplicatif (ﬁ) pour a > 3.

(a) Montrer qu’il existe une suite (\i) oy d’entiers impairs tels que :

Vk €N, 52" =1 4+ )\ 2k 2

Z X
(b) Montrer que la classe résiduelle de 5 modulo 2% est d’ordre 2°72 dans <ﬁ> .

(¢c) On désigne par 1 Uapplication qui & toute classe résiduelle modulo 2%, k + 2°Z,
associe la classe résiduelle modulo 4, k + 47.. Montrer que cette application est bien

Z X
définie, qu’elle induit un morphisme surjectif de groupes multiplicatifs de (2(12)

X
sur (ﬁ) et que son noyau est un groupe cyclique d’ordre 2°72.

(d) Montrer que l'application :
Z X
(—) x ker (1)

Z X
T (Qaz) 227,

-
x = (Y (2), ¢ (z)7)

X
est un isomorphisme de groupes. En déduire que | —— est isomorphe ¢ — X
P group q (2%) P 57

Z
pa—QZ‘

Z X
Le groupe <ﬁ> est-il cyclique ?
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Solution 1.20

Z\"~ - 7\~ R Z
1. On a (ﬁ) = {1} et (ﬁ) = {1,—1} R A
2. (a) On procede par récurrence sur k > 0. Pour k=0, on a 5 =1+ 22 et \g = 1. Pour
k=1, onab*>=1+3%2%¢et A\ =3. En supposant le résultat acquis pour k > 1, on
a:

2k+1

52 = (14 M22)7 = 14 Mgy 2943
avec App1 = A\ + A228E = ), (1 + )\k2k+1) impair si A, est.

(b) On a5 =14Xq22* =1 (mod 2%) et 5> = 14+ Xo_32°" # 1 (mod 2%) du fait
que Ao—3 =1 (mod 2). On a donc 5+2°Z d’ordre 2*7* dans Zy. et H = (5 + 2°Z)

X

est un sous-groupe cyclique d’ordre 202 de | —— | , il est donc isomorphe d .
207 panZ

(¢c) Si k = k' (mod 2%) alors 2% divise k — k' et k = k' (mod 4) (o > 2), donc
Papplication i est bien définie. Dire que k + 2°7Z est inversible dans Zse équivaut a
dire que k est premier avec 2% et donc avec 4, c’est-a-dire que 1 envoie Zi. dans
Z;. 1l est facile de vérifier que v est un morphisme de groupes multiplicatifs. Si

x = k + 47 est inversible dans Z4 alors k = 1 (mod 4) ou k = —1 (mod 4) et

x =0y avecy = 1+ 27 ouy = —1 + 2°Z dans Za, c’est-a-dire que ) est

7 X
surjective. Par passage au quotient 1 induit alors un isomorphisme de M sur

k
- er (1)
< ) , 1l en résulte que :

27
card ((%) ) — card (ker (1)) card ((%) ) = 2card (ker (1))

et card (ker (¢)) = 2°72. Avec 5 + 2°Z d’ordre 2*~2 dans ker () (5 =1 (mod 4))
on déduit que ker (1) est cyclique d’ordre 2°~2 engendré par 5 + 2°7Z.

(d) Pour z € (5%)", on av(z) € (%) = {L.=1}. Si¢ () =1, alors ¢ (x)z
r € ker (¢) et si Y (x) = —1, alors ¥ (x)x = —x et Y (Y (x)x) = —¢Y (x) =
et ¥ (z)x € ker (v). Du fait que ¢ est un morphisme de groupes multiplicatifs, on
déduit qu’il en est de méme de .

Si x € ker (7), alors ¥ (x) =1 et ¥ (x)x = 1, donc © = 1 et 7 est injectif. Ces
deux groupes ayant méme cardinal, on déduit que m est un isomorphisme. En résumé

—| ||

7\~ . Y/ 7 Z \~ , )
207 est isomorphe a 27 X 2a27 pour o > 3 et 307 n’est pas cyclique

Z
. il d’élé t d’ord ga—1 d I QS —
puisqu e NY a pas a’elemen orare ans 27, 9a—27,

On peut montrer le résultat suivant (voir [?], page 7).

Z X
Théoréme 1.17 Le groupe multiplicatif (_Z) est cyclique si, et seulement si, n = 2, 4, p*
n

ou 2p* avec p premier impair et o > 1.
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1.7 Nombres de Carmichaél

Un théoréme de Fermat nous dit que si p est premier et a premier avec p, on a alors a?~! =
1 (mod p).

On s’intéresse ici a la « réciproque » de ce résultat : que peut-on dire de n tel que a™~
1 (mod n) pour tout entier relatif a premier avec n?

1

Définition 1.3 On appelle nombre de Carmichaél tout entier n > 2 non premier tel que :

Z\" . -
Vx € <nZ) , T

ce qui revient a dire que n est non premier et k"' = 1 (mod n) pour tout entier k premier
avec n.

Remarque 1.4 Un nombre de Carmichaél est impair. En effet, dans le cas contraire on a,
(—_1)n_1 = —1+#1 (n#2 puisqu’il est non premier) et n n'est pas un nombre de Carmichaél.

Exemple 1.3 On a vu avec l’exercice 1.1/ que 561 est un nombre de Carmichaél.
Lemme 1.7 Un nombre de Carmichaél est sans facteur carré.

Démonstration. Soit n > 3 un nombre de Carmichaél.
S’il admet un facteur carré, il existe alors un nombre premier p > 3 (n est impair) et un
entier ¢ > 1 tels que n = p%q.
Avec :
(1+pg) (1 —pg) =1—p°¢°=1—gn=1 (mod n)

- A -
on déduit que r =1+ pq € 7 est inversible d’inverse 1 — pq.
n

Comme pg £ 0 (mod n) (n = p?q ne peut diviser pg), on a x # 1 et avec :

p
P\ ooy
(1+pg)” =1+ p*q¢+p°¢ ) (j)PJ 27771 =1 (mod n)
=2

nz
Comme n est de Carmichaél, on a aussi 2"~ ! = 1 et 'ordre p de x va diviser n — 1 = p?q —1,
ce qui est impossible.
En définitive n est sans facteurs carrés. |

Z X
on déduit que x est d’ordre p dans (—) .

Théoréme 1.18 Soit n > 3 un entier. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. n est un nombre de Carmichaél;

T
2. il existe un entier r > 3 et des nombres premiers 3 < p; < --- < p, tels que n = [] p; et,

7=1
pour tout indice j compris entre 1 et r, p; — 1 divisen —1;

3. n est non premier et :

Ve € —, 2" ==z
nZz’
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n.
Démonstration. (1) = (2) Si n est un nombre de Carmichagél, il est alors non premier sans
'
facteurs carrés et sa décomposition en facteurs premiers est de la forme n = [[ p;, ou r > 2 et
j=1
3 <p <--- < p,sont premiers.
Sir =2, comme py — 1 divise n — 1 = (py — 1) + p1 (p2 — 1), il divise aussi p; — 1 ce qui est
impossible puisque ps > p;.
On a donc r > 3, c’est-a-dire qu’un nombre de Carmichagl a au moins trois facteurs premiers.
Pour tout j compris entre 1 et r le groupe multiplicatif Z;j est cyclique d’ordre p; — 1, donc

X
il existe un élément x; = m; (a;) d’ordre p; — 1 dans (_Z) (m; est la surjection canonique
pj
Z
de Z sur —).
piZ
En utilisant le théoréme chinois on peut trouver un entier k tel que x; = 7, (k) pour tout j

compris entre 1 et r, la classe de & modulo n étant inversible dans — (Papplication 7, (k) —
n

T : Z\" ~( Z\"
(m; (k)< <, réalise isomorphisme de groupes de (n_Z> sur H <_Z) ) et comme n est

j=1 \Pi

- Z\" .
de Carmichaél, on a aussi (7, (k))"" = T dans <n+Z> , donc 277! = (m; (k)" =T dans

Z X
(—) et I'ordre p; — 1 de x; divise n — 1.
12
T
(2) = (3) Soit n = [[ pj, our > 3,3 <p; <---<p, sont premiers tels que chaque p; — 1,
j=1
pour j compris entre 1 et r, divise n — 1.
Un tel entier, produit d’au moins trois nombres premiers est non premier.
Z
Soit x = m, (k) € 7 avec Ee{l,--- ,n}.
n
Pour vérifier que ™ = z, il suffit de vérifier que k" = k (mod p;) pour tout j compris entre
1 et r (dans ce cas k™ — k qui est multiple de tous les p; est multiple de leur ppcm, c’est-a-dire
de n, ce qui revient a dire que k" =k (mod n)).
Pour j compris entre 1 et r on a deux possibilités :
soit p; divise k et dans ce cas, il divise aussi £ — k;
soit p; ne divise pas k et dans ce cas, il est premier avec k, donc k"' = 1 (mod p;)
(théoréme de Fermat) et comme n — 1 est multiple de p; — 1, on a aussi "' =1 (mod p;) et
k" =k (mod p;).

(3) = (1) Supposons que n soit non premier et que 2" = x pour tout z € —

nZ’

X
Pour x € —Z) , on peut simplifier par z et on obtient 2"~! = 1. L’entier n est donc de
n

Carmichagl. n

Exemple 1.4 Les entiers 561 = 3 x 11 x 17, 1105 =5 x 13 X 17 et 1729 = 7 x 13 X 19 sont des
nombres de Carmichaél puisque 560 = 2-280 = 10-56 = 16-35, 1104 =4-276 = 12-92 = 16-69
et 1728 = 6-288 = 12 - 144 = 18 - 96.

On a aussi :

2465 =5-17-29;2821=7-13-31;6601 =7-23-41;8911=7-19-67; 10585 =5-29-73;
15841 =7-31-73; 29341 = 13- 37 - 61.



Le théoréme de Frobénius-Zolotarev 33

Exercice 1.21 Soit a € N* tel que les entiers py = 6a+ 1, po = 12a+ 1 et p3 = 18a + 1 soient
PTEemIers.
Montrer que n = pipaps est un nombre de Carmichaél.

Solution 1.21 L’entier n est non premier et on a n = 1 (mod 6a), n = (6a+1)> =
1 (mod 12a), n = (6a+1)(12a+1) =1 (mod 18a), ce qui signifie que p; — 1 divise n — 1
pour 7 =1,2,3. Donc n est de Carmichaél.

Pour a =1, on obtient n =7-13-19 = 1729.

Pour a =5, on obtient n = 31-61-91 = 172081.

1.8 Le théoréme de Frobénius-Zolotarev

Pour ce paragraphe, p > 3 est un nombre premier impair et n > 2 est un entier.
Définition 1.4 On dit qu’un entier a non multiple de p est un résidu quadratique modulo p si

il existe un entier k tel que k* = a (modp), ce qui signifie que @ est un carré dans (_Z) .
p

Z\" A
Pour tout A € <—) , on définit le symbole de Legendre (—) par :
p

pZ
) Z\"
(A) 1 si A est un carré dans (—)

p —1 sinon

Z *
Lemme 1.8 S ¢ : (—Z) — {—1,1} est un morphisme de groupes non trivial, on a alors :
p

ae() - ()

Z *
Démonstration. Le groupe <+Z> étantcyclique d’ordre p — 1, il existe p € F tel que
p
IF; = </’L> = {1,,&, 7Mp_2}'
Z *
Donc pour tout élément A de (_Z) , il existe un unique entier k compris entre 0 et ¢ — 2

p
tel que A = i¥ et on a :

avec o (u) = £1.
Z *
Si p(p) =1, on a alors ¢ (A) = 1 pour tout \ € <—Z> et o est trivial contrairement &
p
I’hypothése.

Z *
On a donc ¢ (1) = —1 et o (A) = (—1)" pour tout A € (]ﬁ) .

Z *
Si A est un carré dans <_Z> il s'écrit alors A =12 et on a ¢ (A) = (¢ (v))* = (£1)* = 1.
b

Z *
Si A est un non carré dans (—Z) , il s’écrit alors A = p* avec k impair et on a p (\) =
D
(-1)F = —1.

A Z\"
En conclusion, ¢ (\) = (—) pour tout \ € <—) . [ ]
p pZ
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nz

7
Lemme 1.9 St v : GL, (+Z> — {—1,1} est un morphisme de groupes non trivial, on a
p

VA e GL, (]?Z),v(/l): (thTfA))

Démonstration. On vérifie tout d’abord que 7 (A) = 1 pour toute matrice de transvection
A.

Pour 1 < i # j < n fixés, on note T;; (\) = I, + AE;; une matrice de transvection et
I’application :

alors :

erG%HV(Tn(A))G{—Ll}

Z
est un morphisme de groupes de (—Z, +) dans ({—1,1},-).
p

En effet, pour A,y dans —, on-a ¢ (A +p) =7 (T (A + p)) avec :
p

Tij (A + p) = I+ (A + p) By = (I + AEy) (In + pnEyj)
=T (N\) T3 ()

puisque E7; = 0 pour i # j, donc :

Ces groupes étant finis, on a :

Z
card (p—Z) = card (ker ()) card (Im (¢))

Z
c’est-a-dire que card (Im (¢)) divise p = card (+Z :
p

Mais Im (¢) étant un sous-groupe de {—1,1} est de cardinal égal & 1 ou 2 et nécessairement
card (Im (¢)) = 1 puisque p est impair.
On a donc Im (¢) = {¢ (0)} = {1}, ce qui signifie que ¢ est la fonction constante égale a 1

ou encore que 7y (7;; (X)) = 1 pour tout A € A
det (A)

On vérifie ensuite que 7y (A) = ( ) pour toute matrice de dilatation A.

Z *
En notant D,, (\) = ( [na 0 ) une matrice de la dilatation avec A\ € (+Z) , Papplica-
p

0 A

tion : _
Ae|l—= | —»v(D,(N) e{-1,1
pine (7)) DO € 11}
est un morphisme de groupes (puisque D, (Au) = D, (A) D, (1)) et ce morphisme est non
A
trivial puisque c’est le cas pour v qui est trivial sur les transvections, donc 7y (D,, (\)) = <—> =
p

(=)
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7,
Le lemme se déduit alors du fait que toute matrice A € GL,, (+Z> est produit de matrices
p

Z
de transvections (si elle est dans SL, <+Z)) ou d’une matrice de dilatation de rapport det (A)
p

Z

et de matrices de transvections (si elle n’est pas dans SL, — ). n
p

7 Z\"
Une matrice A € GL, <_Z> peut étre identifiée & un automorphisme de <_Z> qui est
p p

Y/
une permutation particuliére de ’ensemble fini 7] donc la restriction de la signature des
p

Z\" 7
permutations a GL <<—> ) permet de définir une morphisme de groupes € de GL, (—)

pZ pL
dans {—1,1}.

Théoréme 1.19 (Frobénius-Zolotarev) On a :

VA € GL, (%) e(4) = (M)

p
Démonstration. Il s’agit de montrer que le morphisme de groupes ¢ : GL, 7 —
Zp "

{—1,1} est non trivial, ce qui revient a trouver un automorphisme u € GL (<p_Z> ) de
signature —1.

Un corps fini Fp» a p" éléments est aussi un f—Z—espace vectoriel de dimension n, donc
isomorphe & Z;.

Il nous suffit donc de trouver un —Z—automorphisme de Fn de signature —1.

Comme [}, est cyclique d’ordre p™ — 1, il est engendré par un élément g d’ordre p" — 1.

On vérifie alors que le %—automorphisme o x +— gr est de signature —1.

En effet, c’est la permutation de [ :

O 1 g 92 e gpn72
0= 2 3
0 g g g DY 1
soit le (p™ — 1)-cycle ( 1 g ¢> -+ g"—2 ) qui est de signature (—1)pn = —1 puisque p est
impair. [
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Groupes monogénes, groupes cycliques

Les anneaux — sont supposés connus (voir le chapitre 1).
n

Pour ce chapitre, on se donne un groupe multiplicatif (G, -) .

2.1 Sous-groupe engendré par une partie d’un groupe

Théoréme 2.1 L’intersection d’une famille quelconque (H;),e, de sous-groupes de G est un
sous-groupe de G.

Démonstration. Soient (H;),., une famille de sous-groupes de G et H = (] H;.
iel
Comme I'élément neutre 1 est dans tous les H;, il est aussi dans H et H # ().
Si g1, g2 sont dans H, ils sont alors dans tous les H;, donc gi1g, ' € H; pour tout i € I, ce qui
signifie que g1g,* € H.
On a donc montré que H un sous-groupe de G. [ ]

Corollaire 2.1 Si X est une partie de (G, ), Uintersection de tous les sous-groupes de G qui
contiennent X est un sous-groupe de G.

Démonstration. I.’ensemble des sous-groupes de GG qui contiennent X est non vide puisque
G en fait partie et le théoréme précédent nous dit que I'intersection de tous ces sous-groupes
est un sous-groupe de G. [ |

Définition 2.1 Si X est une partie de (G,-), le sous-groupe de G engendré par X est l'inter-
section de tous les sous-groupes de G qui contiennent X.

On note (X) le sous-groupe de G engendré par X et ce sous-groupe (X) est le plus petit
(pour l'ordre de I'inclusion) des sous-groupes de G qui contiennent X.

Dans le cas ou X est 1'ensemble vide, on a (X) = {1}.

Si X est une partie non vide de GG formée d’un nombre fini d’éléments, xq,--- ,x,, on note
(X) = (x1, -+ ,x,) le groupe engendré par X.

Définition 2.2 Si X est une partie de (G,-), on dit que X engendre G (ou que X est une
partie génératrice de G), si G = (X) .

Définition 2.3 On dit que G est de type fini s’il admet une partie génératrice finie.

Théoréme 2.2 Soient X,Y deuz parties de G.

37
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1. On a X C (X) et l'éqalité est réalisée si, et seulement si X est un sous-groupe de G.
2. 81 X CY, ona alors (X) C (Y).

3. En notant, pour X non vide, X~ l’ensemble formé des symétriques des éléments de X,
soit X' ={a7' |z € X}, les éléments de (X) sont de la forme xy - -+ - z, our € N* et
les zy, sont dans X U X1 pour tout k compris entre 1 et r.

Démonstration. Les points 1. et 2. se déduisent immédiatement des définitions.
Pour le point 3. on montre tout d’abord que I'ensemble :

H:{xl ----- :Ur|r€N*etxk€XUX_1pour1§k:§7“}
est un sous-groupe de G.
Pour 2, € X,onal=x2,-2;' € Hetpourx =a, -2,y =4, -+ ys dans H, on a :
$.y71:$1.....x74.y;1 ..... y;leH

Donc H est bien un sous-groupe de G.

Comme H est un sous-groupe de G qui contient X, on a (X) C H.

Réciproquement, tout élément h = zy----- x, de H est un produit d’éléments de X UX ! C
(X), donc dans (X) et on a bien (X) = H. [
Remarque 2.1 Le point 8. du théoréme précédent nous dit aussi que (X) = (X71) = (X U X~ 1).

Remarque 2.2 On a aussi :
(X) = {Hmi’“ |re N x, € X etep, € {—1,1} pour1 gk;gr}
k=1

Dans le cas ou les éléments de X sont en nombre fini et commutent, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.3 Pour toul entier p > 1 et tout p-uplet (¢1,--- ,gp) d’éléments de G qui com-
mutent deux a deux, on a :

p
(g1 gp) = {Hg}i’“ (om0 € ZP}
k=1

et ce groupe (g1,--- ,gp) est commutatif.

Démonstration. En notant X = {g1,---,g,}, ona X" = {g;",--+ ,g,;'} et comme les
g commutent, on déduit que :

<917"',gp>:{Hhklm€N* et hy € XU X! pourlgkgm}
k=1

P
= {Hg?k | (a5 ) EZ”}
k=1

(9x9; = g;gr entraine gj_lgk = gj_lgkgjgj_l = gj_lgjgkgj_l = gkgj_1 et les éléments de X U X1
commutent).
Comme les g, commutent, ce groupe est commutatif. ]
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Pour une loi de groupe notée additivement, on a dans le cas ou G est commutatif :

p
(91,7 gp) = {Zakgk | (a1, ) € Zp}
k=1

Par exemple pour le groupe additif G = Z, on a :

p
(g1, 0p) = Y g = OZ
k=1

ot 0 € Nest le pged de g1, , gp.

2.2 Groupes monogeénes, groupes cycliques

Définition 2.4 On dit que G est monogéne s’il existe un élément g de G tel que G = (g) .
Si de plus G est fini, on dit alors qu’il est cyclique.

Le théoréme 2.3, nous dit en particulier que :

<g>:{HgE’“|TEN*, 5k:i1pour1§k§r}:{g”|n€Z}

k=1
Pour un groupe additif, on a :
{9) ={ng|neZ}
On rappelle qu'un élément g € G est dit d’ordre fini si le groupe (g) est fini et Uordre de g
est alors le cardinal de (g) .
On note 6 (g) cet ordre et on a :

(O(g)=neN) e (9 ={9[0<r<n-1})
& (k € Z et g" =1 équivaut a k =0 mod (n))

0 (g) est le plus petit entier naturel non nul tel que ¢" = 1 (ou ng = 0 pour un groupe
additif).
Le théoréme de Lagrange nous dit que si G est fini, 'ordre de g € G divise alors I'ordre de

G.

Remarque 2.3 Un groupe cyclique est nécessairement commutatif.

Remarque 2.4 Un groupe cyclique engendré par un élément g # 1 a au moins deuzx élément,
1etg.

Exemple 2.1 Le groupe additif (Z,+) est monogéne engendré par 1.
Les sous-groupes de (Z,+) qui sont tous de la forme nZ avec n > 0 sont monogénes et comme

7,

(Z,+) est commutatif, chaque ensemble quotient 7 est naturellement muni d’une structure
n

de groupe.

D’autre part, le théoréeme de division euclidienne nous permet d’écrire tout entier relatif k sous
la forme k= qn+r avec 0 <r <n—1, ce qui entraine k —r € nZ et k =7. Et comme T # 3
pour 0 <r#s<n—1(onal<|r—s|<netr—s nepeut étre multiple de n), on en déduit
que le groupe :

Z _
— =40,1,--- ;n—1
— =1 }
an éléments.
Ce groupe est cyclique d’ordre n engendré par 1.
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Exercice 2.1 Soit X = {ry,--- ,r,} une partie finie de Q et G = (X) le sous-groupe de (Q, +)
engendré par X.
Montrer que G est monogeéne infini.

Solution 2.1 En désignant par p le ppcm des dénominateurs de ry, - -+ |1y, il existe des entiers
a

relatifs ay,--- ,a, tels que ry = i pour tout k compris entre 1 et n et en désignant par 0 le
1

pged de ay,--- ,an,, on a :

G = {Zak% | (a1, ,ap) € Z”}
k=1

1
5 n
- {_Zakbk | (ala"' )an) S Z”}
Ly
ot by, -+, b, sont des entiers relatifs premiers entre eux dans leur ensemble.

J

On a donc G = —7Z, ce qui signifie que G est monogéne engendré par —.
1 1

Théoréme 2.4 Soit G un groupe monogéne.

S7il est infini, il est alors isomorphe a 7Z.
7

S’il est cyclique d’ordre n, il est alors isomorphe au groupe —.

nZ,

Démonstration. Si G = (g) est un groupe monogéne, Papplication ¢ : k — g* est alors un
morphisme de groupes surjectif de (Z,+) sur G et son noyau est un sous-groupe additif de Z,
donc de la forme ker (¢) = nZ avec n € N.

Pour n = 0, ¢ est injectif et G est infini isomorphe a Z.

7z
Pour n > 1, le théoréme d’isomorphisme nous dit que — est isomorphe a G et G = (g) est
n

cyclique d’ordre n. [ ]

Remarque 2.5 Dire que G est cyclique d’ordre n, signifie que G est de cardinal égal a n et
qu’il existe dans G au moins un élément g d’ordre n.
Dans ce cas, on a :

G={(9)={lg- 9"}

Théoréme 2.5 Soit G = (g) un groupe cyclique d’ordre n.
Les générateurs de G sont les g%, ot k est un entier compris entre 1 et n — 1 premier avec n.

Démonstration. Si k € {1,--- ,;n — 1} est premier avec n, le théoréme de Bézout nous dit
qu’il existe deux entiers relatifs u, v tels que uk + vn = 1, ce qui entraine g = (gk)u € <gk> et
G = <gk> :

Réciproquement si k € {1,--- ,n — 1} est tel que G = <gk>, il existe un entier relatif u tel

que g = (gk)u = g™, ce qui s’écrit aussi g' " = 1 et n divise ku (puisque n est Pordre de g),

ce qui signifie qu’il existe un entier relatif v tel que 1 — ku = vn, donc uk +vn = 1 et k est
premier avec n. [

On rappelle que la fonction indicatrice d’Euler est la fonction qui associe a tout entier naturel
non nul n, le nombre, noté ¢ (n), d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n (pour
n=1onap(l)=1).

Le nombre de générateurs d’un groupe cyclique G d’ordre n est donc égal & ¢ (n).

On pourra consulter le paragraphe 1.2 pour une étude plus détaillée de cette fonction d’Euler.
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Exemple 2.2 Le groupe multiplicatif Iy, des racines n-emes de l'unité, qui est cyclique d’ordre

n, est isomorphe a 7 par Uapplication k — e s,
n

Exercice 2.2 Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique sous-groupe de (Q/Z,+)
d’ordre n et que ce groupe est cyclique.

Solution 2.2 Supposons que G soit un sous-groupe de (Q/Z,+) d’ordre n. Tout 7 € G a un
ordre qui divise n (théoréeme de Lagrange), donc nt = 0, ¢’est-a-dire qu’il existe q € 7 tel que

T 1 1 1 1
nr=gqetr= Q' On a doncT = q_ qg— € <—> et G C <—> Comme — est d’ordre n dans
n n

n n n n
k

_ k
Q/Z (on a k— = — = 0 si, et seulement si, — € Z, ce qui équivaut & dire que k est multiple
n o n n

de n), on a nécessairement G = <—> . D’ot lunicité d’un groupe d’ordre n et ce groupe existe
n

west (1)),

Le théoréme qui suit nous dit qu’a isomorphisme prés, il y a un seul groupe d’ordre p premier,
& Savoir Zj,.

Théoréme 2.6 Un groupe de cardinal premier est cyclique.

Démonstration. Soit (G,-) un groupe de cardinal premier p > 2. Si g € G \ {1}, il est
d’ordre différent de 1 qui divise p, donc cet ordre est p et GG est cyclique engendré par g.

L’application [k] = k + pZ € 7Z, — g" réalise alors un isomorphisme du groupe (Z,, +) sur
(G,-). u

Si p et ¢ sont deux nombres premiers, un groupe d’ordre pg n’est pas nécessairement cyclique
comme le montre 'exemple du groupe symétrique S3 qui est d’ordre 6 non commutatif et donc
non cyclique. Mais pour G' commutatif d’ordre pg avec p # ¢, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.7 Un groupe commutatif d’ordre pq, ot p et q sont deuxr nombres premiers dis-
tincts, est cyclique.

Démonstration. Soit G commutatif d’ordre pg avec 2 < p < g premiers.

On peut montrer que G est cyclique en utilisant le théoréme de Cauchy qui nous dit qu’il
existe dans G un groupe d’ordre p et un d’ordre g (voir le paragraphe ?7?), ces groupes sont
cycliques et on a ainsi un élément g d’ordre p et un élément h d’ordre ¢. L’élément gh est alors
d’ordre pq (théoréme ?? pour G commutatif) et G est cyclique.

On peut se passer du théoréme de Cauchy en procédant comme suit.

S’il existe dans G un élément g d’ordre p et un élément h d’ordre ¢, alors gh est d’ordre pq
et G est cyclique.

Sinon les éléments de G\ {1} sont tous d’ordre p ou tous d’ordre g. Supposons les tous
d’ordre p. Si g € G est d’ordre p, alors le groupe quotient G/ (g) est d’ordre ¢ premier, donc
cyclique engendré par go d’ordre ¢ dans G/ (g) , ce qui entraine que 6 (go) = p divise ¢ (puisque
90 = g_g = 1), ce qui est impossible pour p # ¢ premiers. ]

Le théoréme précédent nous dit que pour p,q premiers distincts, il existe & isomorphisme
prés, un seul groupe d’ordre pq, a savoir Z,,.

Pour p = ¢ premier, le théoréme précédent est faux comme le montre 'exemple de (Zp)2 qui
est d’ordre p? non cyclique puisque tous ses éléments distincts du neutre sont d’ordre p.
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En utilisant le théoréme 2.6 et les actions de groupe (paragraphe ?7?), on peut montrer

qu’'un groupe d’ordre p? avec p premier est commutatif isomorphe au groupe cyclique 2_Z ou

7\ 2
au groupe non cyclique (_Z) (théoréme ?77).
p

Théoréme 2.8 Sin > 2 est un entier premier avec ¢ (n), alors tout groupe commutatif d’ordre
n est cyclique.

Démonstration. Comme m = ppem {6 (g) | g € G} = 0(go) et n ont les mémes facteurs

premiers (théoréme ?7), on a les décompositions en facteurs premiers n = H PRt et m = H p
k=1 k=1
ou les py sont premiers deux a deux distincts et 1 < £, < ay, pour tout k& compris entre 1 et n.

Sachant que :
Hpo"“ Yok —1)

on déduit que si ¢ (n) est premier avec n, alors tous les ay, valent 1 (sinon py, divise ¢ (n) et n) et
les () valent aussi 1, ce qui donne n = m et G est cyclique puisque gy est d’ordre n = card (G) .
On peut aussi utiliser le théoréme de Cauchy.
Si n est premier avec ¢ (n), on a alors n = [] pk, ou les py sont premiers deux a deux

k=1
distincts. Le théoréme de Cauchy nous assure 'existence, pour tout entier £ compris entre 1
T

et n, d'un élément g;, d’ordre p, dans G. Comme G est commutatif, le produit g = [] g est
k=1
d’ordre n. [ ]

Réciproquement, on peut montrer que la réciproque est vrai, c’est-a-dire qu’un entier n > 2
est premier avec o (n) si, et seulement si, tout groupe commutatif d’ordre n est cyclique (voir

[?], page 30).

2.3 Sous-groupes d’un groupe cyclique

Soient n un entier naturel non nul et G = (a) = {1,a,--- ,a" '} un groupe cyclique d’ordre
n.

Pour n =1, G = {1} est son seul sous-groupe.

On suppose donc pour ce paragraphe que n > 2.

Théoréme 2.9

1. Les sous-groupes de G sont tous cycliques d’ordre divisant n.

2. Pour tout diviseur positif d de n, il eriste un unique sous-groupe d’ordre d de G. Ce
sous-groupe est le groupe cyclique :

H = (o)

C’est également ’ensemble de tous les éléments de G d’ordre divisant d et les générateurs
de H sont tous les éléments d’ordre d de G.

Démonstration.
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1. Soit H un sous-groupe de G d’ordre d.
Le théoréme de Lagrange nous dit que d divise n, donc n = qd avec q € N*.
Pour tout élément h = a* de H, on a h? = a* = 1, donc 'ordre n de a divise kd
et il existe un entier j € N* tel que kd = jn = jqd et k = jq, ce qui nous dit que
h=d" = (a?) € (a%)
On a donc H C (a?) et d divise card ({a?)).
Mais (a9)? = a™ = 1, donc I'ordre de a? divise d, soit card ((a?)) divise d et card ((a9)) = d,
ce qui nous dit que H = (a9) .
Un sous-groupe d’ordre d de G, s’il existe, est donc unique.

n
2. Réciproquement, soient d un diviseur de n, ¢ = 7l et H = (a?) le sous-groupe de G

engendré par af.

Si § est lordre de H, on a (aq)5 = a% =1 et n divise ¢6, soit dq¢ = kn = kqd et d divise
8. Mais on a aussi (a?)? = a™ = 1, donc § divise d et 6 = d.

En conclusion (a?) est 'unique sous-groupe d’ordre d de G.

Le théoréme de Lagrange nous dit que tous les éléments de H ont un ordre qui divise d.
Réciproquement si b = a* € G est d’ordre divisant d, on a alors ht =a* =1etn=qd
divise kd, donc ¢ divise k et h = (a?)’ € H.

Le groupe H est donc I’ensemble de tous les éléments de G d’ordre divisant d.

Les générateurs de H sont tous d’ordre d et réciproquement tout élément de G' d’ordre d
est dans H et I’engendre.

Le résultat précédent est en fait caractéristique des groupes cycliques.

Théoréme 2.10 Un groupe commutatif fini d’ordre n > 1 est cyclique si, et seulement si, pour
tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre d de G.

Démonstration. Le théoréme précédent nous dit que la condition est nécessaire.
Pour la réciproque, on utilise le théoréme de structure des groupes abéliens finis démontré
plus loin (théoréme 2.16).
Si G est groupe commutatif fini d’ordre n > 2 non cyclique, il est alors isomorphe a un
r

groupe I' = [[ —= produit de r > 2 groupes cycliques, ol (1nx);.,, est une suite d’entiers
k=1 Tk ==
<nk)1§k§r telle que ny > 2, ny est multiple de ny, - -+, n, est multiple de n,_;.

Dans I'; il y a au moins deux sous-groupes cycliques d’ordre n; (diviseur de n), a savoir :
H ( (1) (1) [z € .
= (2, cee T r € —
1 1,712 ) ) 1 TLlZ

Y/
ol on a noté 7 la projection canonique de Z sur — et :
ny,

Hy = {(m (1), 23, -, (1)) [ 22 € Ko}

Z,
ou K est 'unique sous-groupe de — d’ordre n; (qui divise ny). [ |
ng

Remarque 2.6 Si G = (a) est un groupe cyclique d’ordre n > 1, il y a autant de sous-groupes
de G que de diviseurs de n puisque l’application :

de D, <a%>

réalise une bijection de [’ensemble D,, des diviseurs positifs de n sur l’ensemble des sous-groupes
de G.
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Remarque 2.7 Du théoréme de structure des groupes abéliens finis (théoréme 2.16), on déduit
que si G est un groupe commutatif fini d’ordre n > 1, il existe alors, pour tout diviseur d de n,
un sous-groupe d’ordre d (non unique pour G non cyclique).

Remarque 2.8 Pour un groupe fini non commutatif d’ordre n > 4, il n’existe pas nécessaire-
ment de sous-groupe d’ordre tout diviseur de n.

Par exemple dansAy qui est d’ordre 12, il n’y a pas de sous-groupes d’ordre 6 (exercice 77).
Mais pour tout diviseur premier p de n, il existe un sous-groupe de G d’ordre p (théoréeme 77 ).

Z - Z
Pour G = 7 d diviseur de n, 'unique sous-groupe d’ordre d de G est H = <q1> = q—Z, ou
n n

n
= — et ce sous-groupe est isomorphe & —.

Ce résultat est en fait un cas particulier du suivant.

Théoréme 2.11 Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Les sous-groupes du
groupe quotient G/H sont de la forme K/H ot K est un sous-groupe de G qui contient H.

Démonstration. Soit K un sous-groupe de GG qui contient H. Comme H est distingué dans
G, il lest aussi dans K et :

K/H={gH |ge K} CG/H={gH | g€ G}

est un sous-groupe de G/H.
Réciproquement soit L un sous-groupe de G/H et :

K={geG|gH € L}

Ona H C L (pour g € H,on a gH = H = 1 € L puisque L est un groupe) et K est
un sous-groupe de G' (si g € K, ona gH =g € L, donc g-'H = g-1 = g ' € L et pour
91,92 dans K, on a g1goH = g1gz € L). Comme H est distingué dans G, il 'est dans K et
K/H = {gH | g € K} = L par construction. n

Le théoréme précédent nous dit que si H est un sous-groupe distingué de GG, on a alors une
bijection entre les sous groupes de G/H et les sous-groupes de G qui contiennent H.

24T

Exemple 2.3 Les sous-groupes de 'y, = {z € C | " =1} = <e%> sont les <<en)d> =
<62%> =Ty ot d est un diviseur de n et il y en a autant que de diviseurs de n.

Corollaire 2.2 Pour tout entiern > 2, on a :
n=>Y ¢(d)
deDp

ot D, est l'ensemble des diviseurs strictement positifs de n (formule de Mdbius).

w Z
Démonstration. Pour tout d € D,,, H = <%> o) 57 est I'unique sous-groupe d’ordre d de

—, donc :

nZ
¢ (d) = card {générateurs de H}

Z
— card — | 0(x)=d
car {x €~ | 6 (x) }
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7
0 t Pordre d d —).
(0 (z) est Pordre de x dans nZ)

Z
Le théoréme de Lagrange nous dit que les ensembles {x € 7 | 0 (z) =d;, pour d décrivant
n

D,,, forment une partition de {1,--- ,n}, ce qui nous donne la formule de M&bius. [
Au paragraphe 1.5 nous donnons une autre démonstration de la formule de Mo6bius.
Le théoréme 2.10 nous permet de montrer le théoréme de Cauchy dans le cas commutatif.

Théoréme 2.12 (Cauchy) Soit G un groupe commutatif fini d’ordre n > 2. Pour tout divi-
seur premier p de n il existe dans G un élément d’ordre p.

Démonstration. On procéde par récurrence sur 'ordre n > 2 de G.

Pour n = 2, ¢’est clair puisque G = {1, g} est le seul sous-groupe d’ordre 2.

Supposons le acquis pour les groupes commutatifs d’ordre m < n, ot n > 3. On se donne
un groupe commutatif G d’ordre n, un diviseur premier p de n et un élément a € G \ {1}.

Si G = (a), alors G est cyclique et a est d’ordre n. Pour tout diviseur premier p de n, on a
vu que ar est d’ordre p dans G.

Si G # (a) et p divise m = card ({(a)) < n, alors I'hypothése de récurrence nous assure de
'existence d’un élément h dans (a) qui est d’ordre p.

Supposons enfin que G # (a) et p ne divise pas m = card ((a)). Comme p est premier
ne divisant pas m, il est premier avec m et le groupe quotient G/ (a) est commutatif d’ordre

n

r = — < n divisible par p (p divise n = rm et p est premier avec m, le théoréme de Gauss
m

nous dit alors que p divise ). L’hypothése de récurrence nous assure alors de 'existence d’un

élément h d’ordre p dans G/ (a) . Comme l'ordre s de h est multiple de 6 (h) = p (exercice ?7),

k = hr est d’ordre p dans G. [ ]

Remarque 2.9 Pour G commutatif non cyclique et d diviseur quelconque de n, il n’existe pas
nécessairement d’élément d’ordre d dans G. Par exemple, G = (22)3 est d’ordre 8 avec tous ses
éléments distincts du neutre d’ordre 2 et il n’existe pas d’élément d’ordre 4.

Ou plus simplement, pour G' non cyclique et d = n, il n’existe pas d’élément d’ordre n.

2.4 Sous-groupes multiplicatifs d’un corps commutatif

Dans ce paragraphe, nous allons vérifier que, pour tout corps commutatif K, les sous-groupes
finis du groupe multiplicatif K* sont cycliques.

Exercice 2.3 Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique sous-groupe de (C*,-)
d’ordre n et que ce groupe est cyclique.

Solution 2.3 Si G est un sous-groupe d’ordre n > 1 de (C*,-), on a alors 2" = 1 pour tout
z € G (théoréme de Lagrange), donc G est contenu dans le groupe I, des racines n-émes de
l'unité et G =1, puisque ces ensembles sont de méme cardinal.

Exercice 2.4 Déterminer les sous-groupes finis du groupe multiplicatif R*.

Solution 2.4 §i G C R* est un groupe d’ordre n > 1, on a alors x™ =1 pour x € G et G est
contenu dans [’ensemble :

{—1,1} sin est pair

{1} sin est impair

An:{x€R|x”:1}:{

On a donc nécessairement n =1 et G = {1} oun=2 et G ={-1,1}.
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Exercice 2.5 Montrer que tout sous-groupe d’ordre n > 1 du groupe OF (R) des matrices de

2

rotations du plan vectoriel euclidien R? est cyclique engendré par R (—) (rotation d’angle
n

2m

n

Solution 2.5 Le groupe OF (R) est isomorphe au groupe multiplicatif U des nombres complexes
de module égal a 1, un isomorphisme étant défini par 'application :

o= (550 ) )"

Un sous-groupe fini de OF (R) est donc identifié G un sous-groupe fini de T, donc de C*, et en

27
conséquence il est cyclique engendré par R <—> )
n

Théoréme 2.13 Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif K* = K\ {0} d’un corps com-
mutatif K est cyclique.

Démonstration. Soit (G,-) un sous-groupe d’ordre n de K*. Il existe dans le groupe fini
commutatif G un élément gy d’ordre m < n égal au ppcm des ordres des éléments de G
(théoréme ?7?). L’ordre de tout élément de G divisant m, on déduit que tout g € G est racine
du polynéme P (X) = X™ — 1, ce qui donne n racines distinctes de P dans K, mais sur un
corps commutatif un polynéme de degré m a au plus m racines!, on a donc n < m et m = n.
Le groupe GG d’ordre n ayant un élément d’ordre n est cyclique.

On peut aussi montrer ce résultat en utilisant la formule de M&bius.

Pour n =1, le résultat est clair.

On suppose donc que G est d’ordre n > 2 et pour tout diviseur d de n, on note :

Y (d) = card{g € G| 0 (g) = d}

Le théoréme de Lagrange nous dit que les ensembles {g € G | 0 (g) = d}, pour d décrivant

I'ensemble D,, des diviseurs de n, forment une partition de {1,--- ;n}, donc n= > 1 (d).
€Dy,

Pour d € D,, tel que ¥ (d) > 1 (les ¥ (d) ne peuvent pas étre tous nuls), il existe dans G
au moins un élément g d’ordre d et le groupe H = (g) est formé de d solutions distinctes de
I'équation X4 —1 = 0, or cette équation a au plus d solutions dans le corps commutatif K, donc
H est exactement 1’ensemble de toutes les solutions de cette équation.

Les éléments d’ordre d dans G sont donc les générateurs du groupe cyclique H et il y a ¢ (d)
tels générateurs, donc 1 (d) = ¢ (d) si ¥ (d) > 1.

Avec la formule de Mdbius, on en déduit que :

dw(d =n=> ¢
deDy deDy
avec ¢ (d) = 0 ou ¥ (d) = ¢ (d), ce qui entraine que 1 (d) = ¢ (d) pour tout d € D,,.
En particulier, on a ¢ (n) > 1, ce qui signifie qu’il existe dans G au moins un élément d’ordre
n et en conséquence, G est cyclique. [ |
Si K est un corps fini, il est alors commutatif (démonstration non évidente) et en conséquence
K* est cyclique.
Z *
En particulier, pour p > 2 premier, le groupe <+Z) est cyclique d’ordre p — 1.
p

De maniére plus générale, on peut montrer le résultat suivant.

1. Ce résultat est faux sur un corps non commutatif, voir par exemple le corps des quaternions.
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Théoréme 2.14 Sip est un nombre premier impair et o un entier supérieur ou égal a 2, alors

7\~ /
le groupe multiplicatif <_Z> des éléments inversibles de 7 est cyclique.
P P

Z X
Pour p = 2, le groupe multiplicatif (ﬁ) est cyclique pour o = 1, @« = 2 et non cyclique
pour o > 3.

Démonstration. Voir le paragraphe 1.6. [ ]

2.5 Théoréme de structure des groupes abéliens finis

On note 6 (g) 'ordre d’un élément g d’un groupe G.
Pour un groupe fini G, 'entier e (G) = magcﬁ (g) est Pexposant du groupe.
ge

On rappelle que e (G) = ppem {0 (g) | g € G} (théoréme ?7).
Un caractére d'un groupe G est un morphisme de groupes de G' dans C*.
Pour tout entier m > 2, on note I'), le groupe cyclique des racines m-émes de 'unité dans
C~.
Dans ce qui suit, on se donne un groupe commutatif G' d’ordre n > 2 et en utilisant les
T
caractéres nous allons montrer que G est isomorphe a un produit [ I',, ou la suite d’entiers
k=1
(nk>1§k§r telle que ny > 2, ny est multiple de nq, ..., ng est multiple de n;_; est uniquement
déterminée.

Lemme 2.1 Soit H un sous-groupe de G. Tout caractére ¢ : H — C* peut se prolonger en un
caractere sur G.

Démonstration. Si H = (G, ¢’est terminé.

On suppose que H # G, on se donne un élément g de G\ H et on vérifie que le caractére
¢ : H — C* peut se prolonger en un caractére sur le groupe (g, H) engendré par g et H.

Comme ¢9 =1 € H (ou g" =1 € H), on peut définir I'entier :

r=min{k eN*|¢* € H}

et comme C est algébriquement clos, il existe « € C* tel que ¢ (¢") = .

On note :
K={¢"h|keZ heH}

le sous-groupe de G engendré par g et H et on vérifie que I'application :

vg: K — (O
g*h = afe(h)

est bien définie, puis que c¢’est un morphisme de groupes.

Si ¢*h = ¢"1 avec k > k' dans Z et h,h' dans H, on a alors ¢* ¥ = W'h™' € H et
k — k' = qr (la division euclidienne par r nous donne k — k' = qr + s avec 0 < s < r — 1,
done Wh=' = g+ = (¢")7 g% et ¢* = ((¢")") " W'h~' € H, ce qui impose s = 0 par le caractére
minimal de r), donc :

o (WhY) = <gk—k’> — (g1 = (") = a* ¥

et o (h) = oo (1) .
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Donc I'application ¢k est bien définie.
On vérifie facilement que c’est un morphisme de groupes.
En effet, pour ¢¥h et ¢*' 1/ dans K, on a :

oK (<gkh) (gk’h/>) — ok (gk+k'hh/) _ ak+k’(p(hh/>
= oo (h) oo (') = i (¢"h) i (g’“'h’>

Avec la construction précédente, si K = G, on a bien prolongé ¢ a GG. Sinon on reprend cette
construction a partir de K.
Comme le groupe G est fini, on aura prolongé ¢ a GG par ces itérations. [ ]

Lemme 2.2 On se donne un élément gy de G d’ordre égal a ’exposant de G, soit :
m = 0(g0) = maxd (g) =ppem {0 (g) | g € G}

et en supposant que m < n—1, on note K = (go) le sous groupe cyclique de G engendré par go.
2im

1. II existe un unique caractére o : K — C* tel que o (go) = w = em .

2. En prolongeant le caractére ¢y en un caractére ¢ de G, Uapplication :

0: (go) X ker(¢) — G
(96.h) = goh

est un wsomorphisme de groupes.

Démonstration. Comme G n’est pas réduit a {1}, on a 2 < m < n — 1 en supposant que

1. Si un tel caractére existe, on a alors pour tout entier relatif &, ¢ (g(’f) = w¥, ce qui prouve
son unicité.
Définissant 'application ¢g de la sorte, on vérifie que c’est un caractere de K.
D’une part cette application est bien définie puisque I'égalité gi = glgl dans G équivaut a
k = k' (mod m), ce qui donne w® = W et d’autre part, on vérifie facilement que c’est
un morphisme de groupes.

2. Comme le groupe G est commutatif, 'application 6 est bien un morphisme de groupes.
Si (glg,h) € ker (), on a alors gih = 1 et ¢ (ggh) = wF =1, donc k = 0 (mod m), ce
qui nous donne gf =1 et h = 1.

Donc 6 est injective.

Pour tout g € G, on a ¢™ = 1, donc ¢ (¢™) = (¢ (9))" =1 et v (g) € Ty, soit p(g) =
w® = ¢ (g) pour un entier k et h = g (g(’)“)f1 € ker (), ce qui nous donne g = ghh =
0 (g(’f, h) .

Donc 6 est surjective et 6 est un isomorphisme.

De ces deux lemmes, on déduit 'existence d’une décomposition de GG en produit direct de
groupes cycliques.

Théoréme 2.15 [ existe une suite d’entiers (nk>1§k§r telle que ny > 2, ny est multiple de nq,
ooy Ty est multiple de ng_y et G est isomorphe au groupe produit I' = [] Ty, .
k=1
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Démonstration. On prouve 'existence d’une telle suite d’entiers par récurrence sur 'ordre
n > 2 du groupe commutatif G.

Pour n = 2, le groupe G est cyclique isomorphe a I's = {—1,1}.

Supposons le résultat acquis pour les groupes commutatifs d’ordre au plus égal an —1 > 2
et soit G un groupe commutatif d’ordre n > 3.

Si, avec les notations introduites avec les lemmes précédents, on a m = n, le groupe G est
alors cyclique d’ordre n isomorphe a I',,.

Supposons que 2 <m <n — 1.

card (G) n
On a alors card (ker () = ————— = — € {2,--- ,n — 1} et par hypothése de récurrence,
(ke () = oo = e { )
ker (¢) est isomorphe & un groupe produit I' = [] T',, avec ny > 2 qui divise ng, ...., ng_1 qui

k=1
divise ny.
Le groupe cyclique (go) étant isomorphe a I';, = I', ,,, on en déduit un isomorphisme de

r+1
[IT,, sur G.
k=1

Comme m est le ppcm des ordres des éléments de G, c’est aussi le ppcm des ordres des
r+1

éléments du groupe produit I' = ] I',,, et en particulier, il multiple de n; qui est Pordre de
k=1

2

(1,---,e"k,1). .
Pour prouver 'unicité d’une telle décompositions, nous utilisons le résultat suivant.

Lemme 2.3 Soient (ng), <<, €t (mj)1<j<s deuz suites d’entiers telles quer > 2,8 > 2, ny > 2,

my > 2, np_y divise ny, et mj_y divise m; pour k compris entre 2 et v et j compris entre 2 et s.
Ces suites sont identiques si, et seulement si, on a :

Vm € N¥, Hpgcd (m,ng) = Hpgcd (m, m;)
k=1 j=1

Démonstration. La condition nécessaire est évidente.
Supposons que :

Vm € N, Hpgcd (m,ng) = Hpgcd (m, m;)

k=1 j=1
T J
Prenant m = anHmj, on a pged (m,ng) = ng pour tout k compris entre 1 et r et

k=1 j=1
pged (m, m;) = m; pour tout j compris entre 1 et s, donc :

T S
[T =] 1Im;
k=1 j=1
Prenant m = n, qui est multiple de tous les ny, on a pged (m, ng) = ny pour tout k compris

entre 1 et r et : . .
[T = [ [ pged (nr,my)
k=1 j=1

donc :

J J
Hmj = Hpgcd (n,,m;)
j=1

j=1
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ou encore :
s

HL =1 dans N*

rpged (ng, my)

ce qui équivaut a dire que :
pged (ny,m;) =m; (1 <j < s)

En particulier, on a m; = pged (n,., m) divise n,.

Comme les suites (ny),4<, et (my), ., jouent des roles symétriques, on a aussi n, qui
divise mg et 'égalité n, = ms.

Par récurrence, on en déduit que r = s et n = my pour tout k£ compris entre 1 et r. ]

Théoréme 2.16 (Kronecker) Il existe une unique suite d’entiers (ny.), <., telle que ny > 2,
no est multiple de nq, ..., ng est multiple de ng_q et G est isomorphe au groupe produit I' =

[1 s, (théoréme de Kronecker).
k=1

,
Démonstration. On remarque que exposant d’un groupe I' = [] T',,, est n,.
k=1

En effet, comme n, est multiple de tous les ng, on a (21, - ,2.)" = (277, - ,2) =
(1,---,1), donc les éléments de I' sont d’ordre au plus égal & n, et comme (1,---1,,w,,) est
d’ordre n,, cet entier n, est bien I’exposant de I'.

Supposons qu’il existe deux suites d’entiers (nx), <, et (m;), ;. avec les propriétés voulues.

Sir =1, on aalors n = ny = e(G) = m; et nécessairement s = 1 (sinon n = card (I') =
my---mg > 2ms = 2n, ce qui n’est pas).

Sir>2,on aalors s > 2.

Pour tout entier m > 1 I'image du groupe [] I';, = [] I, par le morphisme de groupe
k=1 j=1

Om :x — 2™ est le groupe :
T S
[T () =TT (wn,)
k=1 j=1

On utilise alors le fait que si dans un groupe un élément w est d’ordre p, ’élément w™ est
p

pged (m, p)
pged (m/, p') = 1 et pour tout entier k, 'égalité (wm)k = 1 équivaut a km = ap, soit a km/ = ap’
ce qui revient a dire que p’ divise k puisque pged (m/,p’) = 1, donc p’ = 6 (w™)).

On a donc I’égalité des cardinaux :

d’ordre p/ = (en effet, en notant 6 = pged (m,p), on a p = 0p’, m = dm/, avec

T S

H ™ H _my
pged (m, ny) pged (m, my;)

k=1 j=1
pour tout entier m > 1.

T S T S
De I'égalité an = Hmj, on déduit les égalités Hpgcd (m,ng) = Hpgcd (m,m;) pour
k=1 j=1 k=1 j=1
tout m > 1, ce qui équivaut a 'unicité de la suite (ng);p<, - |
La suite (ny),<,, est la suite des invariants de G et elle caractérise G & isomorphisme prés.



