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Pour tout entier naturel n > 0, on note Z, = Z/nZ 'ensemble des classes résiduelles modulo n
et, pour n # 1, Zi = Z, \ {0}.

Pour n = 0, 'anneau Zg est isomorphe a Z et pour n = 1, le groupe Z; est réduit a {6} .

Pour ce qui suit, on suppose que n > 2 et on note Z le groupe multiplicatif des éléments inversibles
de 'anneau 7Z,,.

Si k est un entier relatif, on note k = k + nZ la classe de k dans Z, et en utilisant le théoreme de
division euclidienne, on vérifie que :

est d’ordre n.
Pour tout couple (a,b) d’entiers relatifs, on note a A b le pged de a et b et a V b leur ppem.
La fonction indicatrice d’Euler est la fonction ¢ qui associe a tout entier naturel non nul n, le
nombre ¢ (n) d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n (pour n =1, on a ¢ (1) = 1).
Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z,.

— I — Généralités sur Z, = Z/nZ

1. Montrer qu’il existe une unique structure d’anneau commutatif unitaire sur Z, telle que la
surjection canonique T, soit un morphisme d’anneaux.
Plus généralement, pour tout idéal I d’un anneau commutatif unitaire A, Il existe une unique

A
structure d’anneau commutatif unitaire sur T telle que la surjection canonique 7y : @ € A —

A
a=a+1€ T soit un morphisme d’anneaux.

2. Montrer qu'un élément de Z,, \ {6} est soit inversible, soit un diviseur de 0.
3. Quels sont les éléments nilpotents de 'anneau Z,, 7

4. Montrer que tous les sous-groupes de Z, sont cycliques et que pour tout diviseur d de n, il
existe un unique sous-groupe de Z,, d’ordre d.

5. Montrer que les idéaux de 'anneau Z,, sont ses sous-groupes additifs.

6. Déterminer tous les idéaux de Z,,.

C1s ) . 7
7. Quels sont les idéaux premiers, maximaux de Z, = 7 pour n > 27
n

— IT — Morphismes de groupes, d’anneaux de Z, dans Z,,. Le groupe Aut (Z,)

Pour tout entier relatif k, on note respectivement k la classe de k£ modulo n et % sa classe modulo
m.

Un morphisme d’anneaux commutatifs unitaires ¢ : A — B est tel que ¢ (1) = 15.

On note Homy, (Z,, Z,,) [resp. Homayy, (Zy,, Zy,)] Pensemble des morphismes de groupes [resp.
d’anneaux| de Z,, dans Z,,.

Pour tout entier n > 2, on note Aut (Z,) le groupe des automorphismes du groupe additif Z,.

1. Montrer que pour n =m =0, on a :
Homy, (Z,Z) = Z et Homay, (Z,7Z) = {Id}
2. Montrer que pour tout n € N*, on a :

Homy, (Z,Z) = {0} et Homapn, (Z,,Z) =0



. Montrer que pour tout m € N*, on a :
Homy, (Z, Zp,) 2 Ly, et Homapy, (Z, Zy,) = {7}
. Montrer que pour n, m premiers entre eux dans N*, on a :

Hotg, (Zy, Zn) = {6} et Homupy (Z, Zu) = 0

. Montrer que pour n, m non premiers entre eux dans N*, on a :
Homy, (Zy, Zy,) 2 Zs = Lnpm

et :
Hom 4., (Zn, Zm) — {k = k} si m divise n
() si m ne divise pas n

. Montrer que pour tout x € Z* 1’application o (x) définie sur Z,, par :

VY € Zp, o (z) (y) =2y

est un automorphisme du groupe additif Z,,, puis que ’application ¢ réalise un isomorphisme
de (Z),-) sur (Aut (Z,),o0).

. Montrer que pour tout entier n > 2, les idéaux de ’anneau 7Z,, sont principaux. L’anneau Z,
est-il principal 7 Quels sont les quotients de Z,, ?

— III — Le groupe multiplicatif Z), fonction indicatrice d’Euler

. Soit a un entier relatif. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) @ est inversible dans Z,, ;
(b) a est premier avec n;

(c) @ est un générateur de (Z,,+) .

2. Montrer que pour tout entier relatif a premier avec n, on a a®?™ =1 (n) (théoreme d’Euler).

. Soit p un entier naturel premier. Montrer que pour tout entier relatif a premier avec n, on a
a?~! =1 (p) et pour tout entier relatif a, on a a? = a (p) (théoréme de Fermat).

. Montrer que pour tout entier n > 3, ¢ (n) est un entier pair.

5. Soit p > 2 un nombre premier. Expliquer comment utiliser le théoreme de Fermat pour simplifier

b

le calcul du reste dans la division euclidienne par p d’un entier de la forme a’, ou a, b sont des

entiers plus grands que p, l'entier p ne divisant pas a.

Par exemple, calculer le reste dans la division euclidienne de 1152013

par 11.

. Montrer que, pour tout entier n > 2, les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) n est premier;
(b) pour tout entier naturel non nul o, on a ¢ (n®) = (n —1)n*1;
(¢) p(n)=n—1;
(d) Z,, est un corps;
) Zy,
)
)

e est un integre ;

(
(f
(g

n—1) = —1 (n) (théoreme de Wilson);

(
(n—=2)!=1 (n);



(h) pour tout k compris entre 1 et n, on a (n — k)! (k — 1) = (=1)" (mod n);

(i) pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a (Z) =0 (mod n);
-1
(j) pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a (n) = 0 (mod n) et (n ) =

k
(=1)" (mod n).

7. Soit p un nombre premier impair.

(a) Montrer qu'il y a exactement carrés et

non carrés dans Z;‘).

b) Montrer que 'ensemble des carrés de Z* est 'ensemble des racines du polynome X T
( q , poly

et que 'ensemble des non carrés de Z; est I'ensemble des racines du polynome X BT

(¢) Montrer que —1 est un carré dans Z, si, et seulement si, p est congru & 1 modulo 4. Dans
ce cas, donner une racine carrée explicite de —1.

8. On s’intéresse aux racines du polynome P (X) = X? — 1 dans Z, pour n > 2.

(a) Traiter le cas ot n = p® ou p > 3 est premier et a > 1.
(b) Traiter le cas ou n = 2% o av > 1.
(c) Traiter le cas général n > 2.
9. Montrer que pour tout entier n > 2, on a :
n=>Y ¢(d)
deDy,

(formule de Mobius).

— IV — Le théoréme chinois

T
1. Soient (n;), <j<r une suite de 7 > 2 entiers naturels distincts de 0 et 1 et n = Hnj.
j=1

(a) Montrer que les entiers ny,--- ,n, sont deux a deux premiers entre eux si, et seulement
'

si, les anneaux Z, et Han sont isomorphes.
i=1
(b) Pour ny,--- ,n, sont deux a deux premiers entre eux, montrer que I’application :

Vi T, — ﬁznj
_ =1

koo (m(k), - m (K))

est un isomorphisme d’anneaux d’inverse :
T
—1 .
T 11z, — Lo,
Jj=1

(7T1 (al) y s Ty (ar)) = Zazuzmz

,
n

ol (), <, est une suite d’entiers relatifs telle que g u;— = 1.
<j< n.
=1



. Expliquer comment utiliser le théoreme chinois pour étudier un systeme d’équations diophan-
tiennes :

k=a; (mod n;) (1<j<r)
ol (a;),;<, est une suite donnée d’entiers relatifs.

. Résoudre le systeme d’équations diophantiennes :

2 (mod 4)
3 (mod 5)
1

k
k
k (mod 9)

. Montrer que si A, B sont deux anneaux unitaires et ¢ est un isomorphisme d’anneaux de A sur
B, il réalise alors un isomorphisme de groupes de A* (groupe des éléments inversibles de A)

sur B*.
T

. Montrer que si n > 2 a pour décomposition en facteurs premiers n = [][ pi* avec 2 < p; <
i=1

-+ < p, premiers et les a; entiers naturels non nuls, on a alors :

o(n) = Hp (1) = nH (1-1)

. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts et n = pq.

Montrer que si a et b sont deux entiers naturels tels que ab =1 (mod ¢ (n)), alors pour tout
entier relatif m, on a m® =m (mod n).

Ce résultat est a la base du systeme cryptographique R.S.A.

—V — Z,. est cyclique pour p > 3 premier et a > 1

. On se propose de montrer que, pour tout nombre premier p, le groupe Z; est cyclique.

Ce résultat est un cas particulier du suivant : tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif
K* =K\ {0} d'un corps commutatif K est cyclique.

Pour Zy, on peut en donner une démonstration directe basée sur des considérations arithmétiques
relativement simples.

On peut aussi en donner une démonstration qui utilise la formule de Md6bius.

(a) Soient (G,-) un groupe commutatif, » > 2 un entier et ¢;,--- , g, dans G des éléments
d’ordres finis respectifs ny,--- ,n, deux a deux premiers entre eux. Montrer que g =
T

R gr est d’ordre n = an
k=1
T
(b) Soient p > 3 un nombre premier impair et p — 1 = Hp?j sa décomposition en facteurs
=1
premiers ou 2 < p; < --- < p, sont premiers et les ajj, pour j compris entre 1 et r, sont
des entiers naturels non nuls.

i. Soient j compris entre 1 et 7, ¢; = pTJ et @ € Z,. Montrer que 2% est d’ordre p;"’j
p;
oul<r,; <aj.
ii. Montrer que, pour j compris entre 1 et r, il existe dans Z; un élément d’ordre p;-xj .

iii. En déduire que Z; est cyclique.



(c) Soit p un nombre premier et D,_; I'ensemble des diviseurs de p — 1 dans N*.
Pour tout d € D,_4, on note ¢ (d) le nombre d’éléments d’ordre d dans le groupe multi-
plicatif Z;.
i. Montrer quep—1= > ¥ (d).
de€Dp_1
ii. Montrer que ¢ (d) = ¢ (d) pour tout d € D,_; tel que ¥ (d) > 1.
iii. En utilisant la formule de M6bius, montrer que 9 (d) = ¢ (d) pour tout d € D,_; et
en déduire que Z; est cyclique.
2. Montrer que si p est un nombre premier impair et a un entier supérieur ou égal a 2, alors le
groupe multiplicatif Z). est cyclique.
3. Montrer que Z3 et Z, sont cycliques.

4. On s’intéresse au groupe multiplicatif Zy. pour o > 3.

a) Montrer qu’il existe une suite (A d’entiers impairs tels que :
(a) q keN p q
Vk € N, 52 =1 + )\, 282

(b) Montrer que la classe résiduelle de 5 modulo 2% est d’ordre 2*~2 dans ZJ..

(c) On désigne par v 'application qui & toute classe résiduelle modulo 2%, k + 2°7Z, associe la
classe résiduelle modulo 4, k£ 4+ 4Z. Montrer que cette application est bien définie, qu’elle
induit un morphisme surjectif de groupes multiplicatifs de Zj. sur Z; et que son noyau
est un groupe cyclique d’ordre 2%72,

(d) Montrer que l'application :
w: Ly — Zi x ker(¢)
z = (P(2), () )
est un isomorphisme de groupes. En déduire que Z. est isomorphe & Zg X Zga—2. Le groupe
Zj. est-il cyclique ?
On peut montrer le résultat suivant.

Théoreme 1 Le groupe multiplicatif Z) est cyclique si, et seulement si, n = 2, 4, p® ou 2p® avec p
premier impair et a > 1.

— VI — Nombres de Carmichaél

On appelle nombre de Carmicha€l tout entier n > 2 non premier tel que :
Ve e ZX, 2" 1 =1

1. Montrer qu’un nombre de Carmichagl est impair.
2. Montrer que 561 est un nombre de Carmichaél.

3. Soit n > 3 un entier admettant un facteur carré, c’est-a-dire qu’il existe un nombre premier
p > 2 et un entier ¢ > 1 tels que n = p?q.
Montrer que n n’est pas un nombre de Carmichaél.

4. Soit n > 3 un entier. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

,
(a) il existe un entier r > 3 et des nombres premiers 3 < p; < --- < p, tels que n = [] p; et,
j=1
pour tout indice j compris entre 1 et r, p; — 1 divise n —1;

6



(b) m est non premier et :
Vo € Ly, 2" =

(c) n est un nombre de Carmichagl.

5. Soit a € N* tel que les entiers p; = 6a+1, ps = 12a+1 et p3 = 18a+ 1 soient premiers. Montrer
que n = p1pap3 est un nombre de Carmichaél.

— VII — Le théoréme de Frobénius-Zolotarev

Pour cette partie, p > 3 est un nombre premier impair et n > 2 est un entier.

Pour tout entier relatif a, on note @ € Z, la classe résiduelle de @ modulo p.

On dit qu'un entier @ non multiple de p est un résidu quadratique modulo p si il existe un entier
k tel que k* = a (modp), ce qui signifie que @ est un carré dans L,

A
Pour tout A € Z;, on définit le symbole de Legendre (—) par :
p

(i) B { 1 si A est un carré dans Z}

P —1 sinon

L. Soit ¢ : Z$ — {—1,1} un morphisme de groupes non trivial.
Montrer que :
. A
VAEZ,, o(A) = (—)

p
2. Soit v : GL,, (Z,) — {—1,1} un morphisme de groupes non trivial.

(a) Montrer que v (A) = 1 pour toute matrice de transvection A.

det (A
(b) Montrer que vy (A) = <*) pour toute matrice de dilatation A.

A
(c) Montrer que v (A) = <thT}>) pour toute matrice A € GL,, (Z,) .

3. Une matrice A € GL, (Z,) peut étre identifiée a un automorphisme de Z; qui est une permu-
tation particuliere de 'ensemble fini Z;, donc la restriction de la signature des permutations a
GL (ZZ) permet de définir une morphisme de groupes € de GL,, (Z,) dans {—1,1} .

Montrer que :

VA€ GL,(Z,), ¢ (A) = (detp(A))

— VIII — Groupes abéliens finis

On note 6 (g) lordre d'un élément g d'un groupe G.
Pour un groupe fini G, l'entier e (G) = maGX9 (g) est I'exposant du groupe.
ge
Un caractere d’un groupe G est un morphisme de groupes de GG dans C*.
Pour tout entier m > 2, on note I',, le groupe cyclique des racines m-emes de I'unité dans C*.

1. Soient (G, ) un groupe commutatif, 7 > 2 un entier et g1, g, - - , g, des éléments deux a deux
distincts de G d’ordres respectifs my, msy, - -+, m,.
Montrer qu’il existe dans G' un élément gy d’ordre égal au ppcm de ces ordres.



. Soit (G, -) un groupe commutatif fini. Montrer que :

e (G) =max6 (g) = ppem {6 (9) | g € G}

geG

. Soit (G,-) un groupe commutatif fini d’ordre n > 2. Montrer que n et son exposant m =

magcﬁ (g) ont les mémes facteurs premiers.
ge

. Montrer qu'un groupe de cardinal p > 2 premier est cyclique (donc commutatif et isomorphe
a Zy).

. Montrer qu'un groupe commutatif d’ordre pg, ou p et ¢ sont deux nombres premiers distincts,
est cyclique. Il est donc commutatif et isomorphe a Z,,.

. Montrer que si n > 2 est un entier premier avec ¢ (n), alors tout groupe commutatif d’ordre n
est cyclique.

7. Montrer que si n > 2 est un entier premier avec ¢ (n), alors tout groupe d’ordre n est cyclique.

8. Montrer que si n > 2 est un entier non premier avec ¢ (n), il existe alors un groupe non cyclique

d’ordre n.
On a donc montré qu’un entier n > 2 est premier avec ¢ (n) si, et seulement si, tout groupe
d’ordre n est cyclique.

. Soit GG un groupe commutatif d’ordre n > 2.

(a) Soient H un sous-groupe de G distinct de G, ¢ : H — C* un caracteére et g un élément
de G\ H.

i. Justifier la définition de l'entier :
r=min{k eN*|¢* € H}

ainsi que l'existence d’'un nombre complexe a € C* tel que ¢ (¢") = .

ii. Montrer que le caractere ¢ : H — C* peut se prolonger en un caractere sur le groupe
(g, H) engendré par g et H.

iii. Déduire de ce qui précede que le caractere ¢ : H — C* peut se prolonger en un
caractere sur G.

(b) On se donne un élément gg de G d’ordre égal a 'exposant de G, soit :
m =0(g0) = maxd (g) =ppem {0 (g) | g € G}
En supposant que m < n — 1, on note K = (go) le sous groupe cyclique de G engendré
par go.

i. Montrer qu’il existe un unique caractere ¢q : K — C* tel que g (go) = w = e

ii. En prolongeant le caractere ¢y en un caractere ¢ de G, montrer que 'application :

0: (go) Xxker(¢) — G
(96.h) = ghh

est un isomorphisme de groupes.

(¢) Déduire de ce qui précede, qu’il existe une suite d’entiers (ng), i<, telle que ny > 2,

no est multiple de nq, ..., nx est multiple de n;_; et G est isomorphe au groupe produit
T

I'=1]T,,-
k=1



(d) Soient (ny),j, €t (mj)1<j<s deux suites d’entiers telles que r > 2, s > 2, ny > 2, mq > 2,
ni—1 divise ny et m;_, divise m; pour & compris entre 2 et r et j compris entre 2 et s.
Montrer que ces suites sont identiques si, et seulement si, on a :

Vm € N¥, Hpgcd (m,ng) = Hpgcd (m,m;)

k=1 j=1
(e) En utilisant le résultat précédent, montrer qu’il existe une unique suite d’entiers (1), <.,
telle que nqy > 2, ny est multiple de nq, ..., n, est multiple de n;_; et G est isomorphe au
T
groupe produit I' = [] I, (théoreme de Kronecker).
k=1

La suite (ng);<,<, est la suite des invariants de G et elle caractérise G' & isomorphisme
pres.



