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– I – Infinité de nombres premiers

On vérifie facilement que l’ensemble P des nombres premiers est infini.
Un théorème de Dirichlet nous dit que si a, b sont deux nombres entiers premiers entre eux, il

existe alors une infinité de nombres premiers de la forme an + b. La démonstration de ce théorème
n’étant pas élémentaire.

Dans quelques cas particuliers, la démonstration peut être simple.

1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme :

(a) 4n− 1, où n ∈ N ;

(b) 6n− 1, où n ∈ N ;

(c) 4n+ 1, où n ∈ N ;

(d) 8n+ 5, où n ∈ N ;

(e) pn+ 1, où p ≥ 2 est un nombre premier fixé et n ∈ N.

2.

(a) Montrer que si on dispose d’une suite (un)n∈N strictement croissante d’entiers naturels
différents de 0 et 1 et deux à deux premiers entre eux, on peut alors en déduire que P
infini.

(b) En utilisant les nombres de Fermat, montrer que P infini.

(c) Soient a, b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux avec b > a. On définit la suite
(un)n∈N par : {

u0 = b
∀n ≥ 1, un − a = un−1 (un−1 − a)

Par exemple, la suite (Fn)n∈N des nombres de Fermat vérifie la relation de récurrence :{
F0 = 3
∀n ≥ 1, Fn − 2 = Fn−1 (Fn−1 − 2)

i. Montrer que (un)n∈N est une suite strictement croissante d’entiers naturels différents
de 0 et 1.

ii. Montrer que pour tous m > n ≥ 0, on a :

um ≡ a modun

iii. Montrer que, pour tout n ≥ 0, un est premier avec a.

iv. Montrer que les un sont deux à deux premiers entre eux. Conclure.

– II – Fonction dzeta de Riemann et nombres premiers

On note (pn)n∈N∗ la suite strictement croissante des nombres premiers.

1. Montrer que lim
α→1+

ζ (α) = +∞.

Pour ce qui suit, on munit l’ensemble N∗ de la tribu P (N∗) .

2. Soient α > 1 un réel fixé et P une mesure de probabilité sur (N∗,P (N∗)) telle que :

∀n ∈ N∗, P (nN∗) =
1

nα

Montrer que pour toute suite (nk)k∈N∗ d’entiers deux à deux premiers entre eux, la suite
(nkN∗)k∈N∗ est formée d’événements mutuellement indépendants.
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3. Soient α > 1 un réel fixé.

(a) Montrer que l’on définit une mesure probabilité sur (N∗,P (N∗)) qui vérifie l’hypothèse de
la question précédente en posant :

∀n ∈ N∗, P ({n}) = 1

ζ (α)

1

nα

(b) En utilisant la mesure probabilité de la question précédente, montrer que :

1

ζ (α)
=

+∞∏
n=1

(
1− 1

pαn

)

(c) Montrer que que
+∞∑
n=1

1

pn
= +∞.

(d) Calculer P (A) où A est l’ensemble des entiers naturels non nuls sans facteurs carrés. Que
vaut la limite de P (A) quand α tend vers 1+ ?

4. Montrer que, pour 0 < α ≤ 1, il n’existe pas de mesure de probabilité sur (N∗,P (N∗)) telle
que :

∀n ∈ N∗, P (nN∗) =
1

nα

– III – Inégalités de Tchebychev

Pour tout entier naturel non nul n, on note :

Pn = P ∩ [1, n]

l’ensemble des nombres premiers compris entre 1 et n et :

π (n) = card (Pn)

son cardinal.
Le théorème des nombres premiers (de démonstration délicate) nous dit que :

π (n) ∼
n→+∞

n

ln (n)

Dans cette partie, on se propose de montrer que :

∀n ≥ 2,
ln (2)

2

n

ln (n)
≤ π (n) ≤ e

n

ln (n)

Il résulte immédiatement de cet encadrement que π (n) = o
n→+∞

(n) (théorème de Legendre).

Les inégalités de Tchebychev peuvent être utilisées pour donner un encadrement de pn et pour

étudier la série numérique
∑ 1

pn
.

1. Avec cette question, on se propose de montrer que :

∀n ≥ 2, µn = ppcm (1, 2, · · · , n) ≥ 2n−2
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(a) Montrer que :

∀n ∈ N∗, 0 < In =

∫ 1

0

xn (1− x)n dx ≤ 1

22n

(b) En déduire que :
∀n ∈ N∗, µ2n+1 ≥ 22n

puis le résultat annoncé.

2. En utilisant la décomposition en facteurs premiers de µn, montrer que :

∀n ≥ 2, µn ≤ nπ(n)

puis en déduire que :

∀n ≥ 2, ln (2)
n− 2

ln (n)
≤ π (n)

et :

∀n ≥ 2,
ln (2)

2

n

ln (n)
≤ π (n)

3. Pour tout entier n ≥ 2, on note :

Pn =
∏
p∈Pn

p

(a) Montrer que :
∀n ≥ 2, Pn ≥ π (n)!

(b) Montrer que :

∀n ≥ 1,
P2n+1

Pn+1

≤
(
2n+ 1

n

)
≤ 22n

(c) En déduire que :
∀n ≥ 2, Pn ≤ 22n

(d) Montrer que :
∀n ≥ 1, ln (n!) ≥ n (ln (n)− 1)

(e) En déduire que :

∀n ≥ 2, π (n) ≤ e
n

ln (n)

(on pourra utiliser la fonction φ : x 7→ x (ln (x)− 1)).

4. Des inégalités de Tchebychev, on peut déduire que :

∀n ≥ 2,
1

e
n ln (n) ≤ pn ≤ 4

ln (2)
n ln (n)

(a) Montrer que :

∀n ≥ 1, pn >
1

e
n ln (n)

(b) En exploitant la décroissance de la fonction ψ : t 7→ ln (t)

t
sur [e,+∞[ , montrer que :

∀n ≥ 1023, pn ≤ 4

ln (2)
n ln (n)

puis vérifier que cette inégalité est encore vraie pour n compris entre 2 et 1022.
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5. Quelle est la nature de la série
∑ 1

pαn
, où α est un nombre réel ?

6. Quel est le rayon de convergence de la série entière
∑zpn

pn
.

7. Quelle est la nature de la série
∑ 1

pn ln (pn)
?

8. Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par :

Sn =
n∑

k=1

1

pk

la somme partielle d’indice n de la série
∑ 1

pn
.

(a) Montrer que :

∀n ≥ 2, Sπ(n) =
n∑

k=2

π (k)− π (k − 1)

k

(b) Montrer qu’il existe deux réels α > 0 et β > 0 tels que :

∀n ≥ 3, α ln (ln (n)) ≤ Sπ(n) =

π(n)∑
k=1

1

pk
≤ β ln (ln (n))

9. Déduire des inégalités de Tchebychev que ln (pn) ∼
n→+∞

ln (n) , puis en admettant le théorème

des nombres premiers montrer que :

pn ∼
n→+∞

n ln (n)

et :
n∑

k=1

1

pk
∼

n→+∞
ln (ln (n))

10. En admettant le théorème des nombres premiers, montrer que :

π (n) ∼
n→+∞

∫ n

e

dt

ln (t)

– IV – Un théorème de Cesàro

Pour tout entier n ≥ 2, on note :
In = {1, 2, · · · , n}

et Dn l’ensemble de tous les diviseurs strictement positifs de n.
On note RN∗

l’ensemble des suites définies sur N∗ et à valeurs réelles.
Le produit de convolution (de Dirichlet) de deux suites réelles u, v de RN∗

est la suite u ∗ v définie
par :

∀n ∈ N∗, (u ∗ v) (n) =
∑
d∈Dn

u (d) v
(n
d

)
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En notant n =
r∏

i=1

pαi
i la décomposition en facteurs premiers d’un entier n ≥ 2 où r ≥ 1, les pi sont

premiers deux à deux distincts et les αi entiers naturels non nuls, on définit la fonction µ de Möbius
par :

∀n ∈ N∗, µ (n) =


1 si n = 1

(−1)r si n =
r∏

i=1

pi (i. e. n est sans facteurs carrés)

0 sinon

La fonction indicatrice d’Euler est la fonction qui associe à tout entier naturel non nul n, le nombre
φ (n) d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n (pour n = 1, on a φ (1) = 1).

1. Pour tout entier n ∈ N∗ et tout d ∈ Dn, on note :

Sd = {k ∈ {1, · · · , n} | k ∧ n = d}

(a) Montrer que les Sd, pour d décrivant Dn, forment une partition de In et que, pour tout

d ∈ Dn, on a card (Sd) = φ
(n
d

)
.

(b) En déduire que :

∀n ∈ N∗, n =
∑
d∈Dn

φ (d)

(formule de Möbius).

2. Montrer que l’ensemble RN∗
des suites définies sur N∗ et à valeurs réelles, muni des lois + et ∗,

est un anneau commutatif unitaire.
On notera e l’élément unité.

3. Caractériser les éléments inversibles de l’anneau
(
RN∗

,+, ∗
)
.

4.

(a) En notant ω la suite constante égale à 1 (i. e. ω (n) = 1 pour tout n ∈ N∗), montrer que
µ ∗ ω = e, c’est-à-dire que :

∀n ≥ 1,
∑
d∈Dn

µ (d) =

{
1 si n = 1
0 si n ≥ 2

(b) Montrer que si u, v dans RN∗
sont telles que :

∀n ∈ N∗, u (n) =
∑
d∈Dn

v (d)

on a alors :
∀n ∈ N∗, v (n) =

∑
d∈Dn

µ (d)u
(n
d

)
(formule d’inversion de Möbius).

5. Montrer que :

∀n ∈ N∗, φ (n) =
∑
d∈Dn

µ (d)
n

d
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6. Monter que si u, v dans RN∗
sont telles que :

∀n ∈ N∗, u (n) =
∑
d∈Dn

v (d)

on a alors :

∀n ∈ N∗,

n∑
k=1

u (k) =
n∑

d=1

[n
d

]
v (d)

7. Montrer que :

∀n ∈ N∗,
n∑

d=1

µ (d)
[n
d

]
= 1

8. Montrer que :

∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

φ (k) =
1

2

(
n∑

d=1

µ (d)
[n
d

]2
+ 1

)
9. Pour tout entier n ≥ 2, on note rn la probabilité pour que deux entiers a, b compris entre 1 et
n soient premiers entre eux.
Montrer que :

∀n ≥ 2, rn =
1

n2

(
2

n∑
k=1

φ (k)− 1

)
=

1

n2

n∑
d=1

µ (d)
[n
d

]2
10. Pour u, v dans RN∗

, le produit de Dirichlet des deux séries numériques
∑

u (n) et
∑

v (n) est

la série
∑

u ∗ v (n) .

(a) On suppose que les suites u et v sont à valeurs réelles positives.

Montrer que si les séries
∑

u (n) et
∑

v (n) sont convergentes, il en est alors de même

de
∑

u ∗ v (n) et on a :

+∞∑
n=0

u ∗ v (n) =

(
+∞∑
n=0

u (n)

)(
+∞∑
n=0

v (n)

)

(b) Montrer que si les séries
∑

u (n) et
∑

v (n) sont absolument convergentes, il en est alors

de même de
∑

u ∗ v (n) et on a :

+∞∑
n=0

u ∗ v (n) =

(
+∞∑
n=0

u (n)

)(
+∞∑
n=0

v (n)

)

11. À toute suite u ∈ RN∗
on associe la série de fonctions

∑u (n)

nx
. On dit que cette série de

fonctions est la série de Dirichlet associée à u.

(a) Soient u, v dans RN∗
. Montrer que si les séries de Dirichlet respectivement associées à u et

v convergent absolument en un point x, alors la série de Dirichlet associée à u∗v converge
absolument en x et on a :(

+∞∑
n=1

u (n)

nx

)(
+∞∑
n=1

v (n)

nx

)
=

+∞∑
n=1

u ∗ v (n)
nx
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(b) Montrer que :
+∞∑
n=1

µ (n)

n2
=

6

π2

(c) En déduire que lim
n→+∞

rn =
6

π2
(théorème de Cesàro).
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