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1 Enoncé

Définition 1 Un corps est un anneau commutatif unitaire dans lequel tout élément non nul est
inversible.

Un corps est donc, a priori, commutatif.
Plutot de parler de < corps non commutatif >, on préfere parler d’anneau a division ou de corps
gauche.

Définition 2 Un anneau a division (ou corps gauche) est un anneau unitaire dans lequel tout élément
non nul est inversible.

Le théoreme de Wedderburn nous dit qu’un anneau a division fini est commutatif ce qui justifie
I’appellation < corps fini .
Un anneau a division est integre.

L’ensemble : B
_ a —b 2
H_{(b a)\(a,b)e@}

(out @ est le nombre complexe conjugué de a) est un anneau a division non commutatif (corps gauche
des quaternions de Hamilton).

7
Pour tout nombre premier p > 2, F, = 7 désigne le corps commutatif des classes résiduelles
p

modulo p.
Si K est un corps, le plus petit sous-corps Ky de K est son sous-corps premier.
Si K, L sont deux corps commutatifs tels que K C L, on dit alors que L. est une extension de K.
Une telle extension est une algebre sur K. Sa dimension dimg (IL) en tant que K-espace vectoriel
est notée [L : K] et appelée degré de I'extension L sur K.
Dans le cas ou ce degré est fini, on dit que LL est une extension finie de K.
Pour tout w dans IL, on note :

Klw] ={P(w) [ P e K[X]}

et on désigne par K (w) le plus petit sous-corps de L qui contient K et w.

On dit qu'une extension L de K est un corps de rupture d’un polynéme non constant P € K[X],
si le polynome P a une racine w dans L telle que L = K [w] .

On dit qu’'un élément w de L est algébrique sur K §'il existe un polynéme non nul P dans K [X]
tel que P (w) = 0.

L’anneau K [X] étant principal, pour tout élément w de L qui est algébrique sur K, il existe un
unique polynoéme unitaire P, dans K[X] tel que :

{PeK[X][P(w)=0}=(R)

P, est le polynome minimal de w et son degré est le degré de w sur K.
Le polynome minimal de w est aussi 'unique polynome unitaire irréductible de K [X] qui annule
w.

— I — Résultats préliminaires sur les corps

Pour cette partie, (K, 4+, -) est un corps.

1. Soient K, L deux corps. Montrer que tout morphisme de corps ¢ de K dans IL est injectif.

2. Montrer qu’un anneau commutatif et unitaire qui est fini est integre si, et seulement si, c’est
un corps.



3. Montrer que tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif K* = K\ {0} d’un corps (commutatif)
K est cyclique.
En particulier, si K est un corps fini (donc commutatif), K* est alors cyclique.

4. Soit K un corps fini a ¢ éléments. Que dire des sous groupes de K* 7
5. Soit P € K[X] un polynéme unitaire de degré n > 1.

K[X]
(P)
(b) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
K[X]
(P)

(a) Montrer que 'algebre est de dimension n et que <ﬁ> en est une base.
0<k<n-—1

est un corps;

ii. 'anneau est integre ;

[
(P)

iii. le polynome P est irréductible.

(a) Soit P € K[X] un polynome unitaire irréductible de degré n > 1.

K [X]

P) est un corps de rupture de P et que P est le polynome minimal de

Montrer que

w=X sur K.
(b) Montrer que, pour tout polynome @ € K[X] de degré n > 1, il existe un corps de rupture
L de @ tel que [L : K] < n.

7. Soit @ € K[X] un polynome de degré n > 1.
Montrer si (Q et ' sont premiers sont entre eux, le polynome @ est alors sans facteur carré
dans sa décomposition en produit de polynomes irréductibles.
La réciproque est-elle vraie ?

8. Soient m € N* et p un nombre premier qui ne divise pas m.
Montrer que dans F, [X], le polynéme @), (X) = X™ — 1 est sans facteur carré dans sa
décomposition en produit de polyndmes irréductibles.

— II — Caractéristique d’un corps

Pour cette partie, (K, +,-) est un corps (commutatif).
L’application :
p: Z — K
n — n-1

est 'unique morphisme d’anneaux de Z dans K.
Son noyau étant un idéal de 'anneau principal Z, il existe un unique entier naturel p tel que :

ker (p) ={n€Z|n-1=0} =pZ
Définition 3 L’entier p ainsi défini est la caractéristique de K.

On note caract (K) cette caractéristique.

1. Montrer que si caract (K) = 0, le sous-corps premier K, de K est alors infini isomorphe a Q
(donc K est infini) et dans le cas contraire, cette caractéristique est un nombre premier p > 2
et Ky est fini isomorphe a [F,,.

2. Soient K C L deux corps. Montrer qu’ils sont de méme caractéristique.
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3. Donner un exemple de corps infini de caractéristique finie.
4. Montrer que si K est fini, il est alors de cardinal p™, ou p > 2 est un nombre premier.

5. Soient K un corps de caractéristique p > 2, n,r deux entiers naturels non nuls et Ay, -+, \,
des éléments de K. Montrer que :

T " T
(X) -xw
=1 =1

6. Soit Fy» un corps fini a p” éléments (p > 2 premier et n > 1).

(a) Montrer que tout sous-corps K de F,» est de cardinal p? ou d est un diviseur de n.

(b) Réciproquement, montrer que pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-corps de
F,» de cardinal p?, & savoir le corps :

K:{xern|a:pd:x}

— IIT — Polynomes irréductibles dans F, [X] et construction de corps finis

Pour cette partie, p > 2 est un nombre premier.

Pour tout entier n € N*, on note U, (p) 'ensemble de tous les polynémes unitaires irréductibles
de degré n dans F, [X] et I, (p) le cardinal de U, (p).

L’ensemble U,, (p) peut, a priori, étre vide.

Pour tout entier n € N*, on note D,, I’ensemble de tous les diviseurs de n dans N*.
T

En notant n = pr‘ la décomposition en facteurs premiers d’un entier n > 2 ou r > 1, les p; sont
i=1
premiers deux a deux distincts et les «; entiers naturels non nuls, on définit la fonction p de Mobius

par :

lsin=1

VneN* pn)=<{ (1) sin= Hpi (i. e. n est sans facteurs carrés)
i=1
0 sinon

1. Le produit de convolution (de Dirichlet) de deux suites réelles u,v de RY" est la suite u * v
définie par :

Vn e N*, (u*v)(n) = Z“(d)”<%>

d€Dyp,

On vérifie facilement que Iensemble RN muni des lois + et *, est un anneau commutatif
unitaire.

(a) En notant e le neutre de RY" pour la loi * et w la suite constante égale 4 1 (i. e. w (n) =1
pour tout n € N*), montrer que u * w = e, c’est-a-dire que :

lsin=1
Vnz1, Z“(d>_{osin22

deDy,



(b) Soient u,v dans RY". Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
Vn e N*, u(n) = Z v (d) (1)
deDy,

et :
. n
neN, vin) = Y u(du () (2)
(formule d’inversion de M&bius).

F, [X]
(P)

. . . —k
nal p", ce corps pouvant étre muni d'une structure de IF,-espace vectoriel de base <X )

2. Montrer que pour tout polynéme P € U, (p) , 'anneau quotient est un corps fini de cardi-

0<k<n—1
3. Calculer I (p) et I (p) .
4. Donner tous les polynémes unitaires de degré 2 irréductibles dans Fy [X] et dans Fs [X].

5. Pour p > 3, montrer que le polynome X? + 1 est irréductibles dans F, [X] si, et seulement si,
p est congru a 3 modulo 4.

6. Construire deux corps a 8 et 16 éléments respectivement. Donner un générateur du groupe K*
correspondant.

7. Soient n un entier naturel non nul et :
P, (X)=X" - X €F,[X]

(a) Montrer que, pour tout d € D,,, tout polynome P € U, (p) divise P,.

(b) Réciproquement, montrer que s’il existe un polynéme P € U, (p) qui divise P,, I'entier d
est alors un diviseur de n.

(c) Montrer que le polynome P, (X) = X" — X est sans facteurs carrés dans F, [X], puis

que :
X X = H H P

dEDn PEMd(p)
et :

(d) En déduire un algorithme de calcul des I,, (p) = card (U, (p)) -
Par exemple, calculer I, (p) et I,2 (p) pour ¢ > 2 premier.

nl(p) = Y u(%)p"

d€Dyp,

(e) Montrer que :

(f) Montrer qu’il existe dans F, [X] des polynomes irréductibles de degré n et que :

L(p) - =

n—4+oco M

8. Donner tous les polyndmes unitaires de degré 4 irréductibles dans Fo [X].

9. Soient n un entier naturel non nul, P un polynome unitaire et irréductible de degré n dans
Iy [X]
F,[X] et F,. le corps —2 .
e )
On désigne par K un autre corps a p" éléments.
Comme K est de caractéristique p, le corps IF,, peut étre identifié au sous-corps premier de K
et un polynéme dans F,, [X] & un polynome dans K [X] .
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(a) Montrer que le polynome P est scindé a racines simples dans K [X] .

(b) En déduire 'existence d'un isomorphisme de corps de F,» sur K.
F, [X]
(P)

Donc, a un isomorphisme pres, il n’existe qu'un seul corps a p” éléments, c’est Fn =
ou Pel,(p).
10. Montrer qu'un corps fini ne peut étre algébriquement clos.
11. Montrer que si K est un corps fini alors toute application de K dans K est polynomiale.
12. On se donne un entier n > 1 et on note G' le groupe des automorphismes de corps de Fn.
(a) Montrer que 'application « : A — AP est un automorphisme de corps de Fn.
(b) Montrer que « est d’ordre n dans G.

(¢) Montrer que G est un groupe cyclique engendré par a.
— IV — Carrés dans un corps fini

Pour tout nombre premier impair p > 3 et tout entier n > 1, en notant ¢ = p", on désigne par F,
un corps fini de cardinal ¢ et on s’intéresse a ’ensemble P, = {x2 |z € IFZ} des carrés dans F}.

1. Montrer que :

carrés et

(a) Iy a a non carrés dans Fy.

(b) P, = {x cF; | 2'T = 1} et [y \ P = {x cF; | x'T = —1} (les carrés de F; sont les
racines de X"z — 1 et les non carrés sont les racines de Xz + 1).

(¢) Le produit de deux non carrés de [}, est un carré, le produit d’un carré et d’'un non carré
est un non carré.

(d) —1 est un carré dans F} si, et seulement si, g est congru a 1 modulo 4;

(e) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4m + 1.

—~
—

) Pour ¢ = p, —1 est un carré dans [} si, et seulement si, il existe deux entiers a,b non
divisibles par p et premiers entre eux tels que p divise a® + b?.

(g) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 8m + 5.

2. Soient a, b dans F;. Montrer que pour tout ¢ € F, il existe x,y dans F, tels que ¢ = ax? + by?
(prenant @ = b = 1, on en déduit que tout élément de F, est somme de deux carrés).

3. Pour tout a € Fy, on définit le symbole de Legendre (2> par :
p

(a) B { 1 si a est un carré dans [y

]_9 —1 sinon

(a) Montrer que a'r = (ﬁ) dans ;.
D

(b) Montrer que le nombre de solutions dans 7 de I'équation ar® =1 est (2) + 1.
p

(c) Montrer que le symbole de Legendre est 1'unique morphisme de groupes non trivial de Fy
sur {—1,1}.

4. n est entier naturel non nul.



(a) Montrer que I'application :

v: GL,(F,) — {-1,1}
det (A)
v (57)

est 'unique morphisme de groupes non trivial de GL,, (F,) sur {—1,1}.

(b) Soient Fy» un corps fini a p™ éléments et w un générateur du groupe cyclique Fy,..
Calculer la signature de la permutation o : x € Fyn — wz.

(c) En notant, pour toute matrice A € GL,, (F,), par € (A) la signature de la permutation de
[, définie par A, montrer que :
det (A
e(A) = ( et ))

p

(théoreme de Frobénius-Zolotarev).

p

5. E est un F,-espace vectoriel de dimension m > 1 (avec ¢ = p", ot p > 3 est premier) et ¢ est
une forme quadratique sur F de rang r compris entre 1 et m.

2
(d) En utilisant le théoréme de Frobénius-Zolotarev, calculer (—)

(a) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de ¢ est de la forme :

I,y 0 0
D = 0 o6 0
0 0 Opp

avec 0 = 1 ou ¢ non carré dans IE‘Z.

(b) Pour ¢ non dégénérée, vérifier que 0 = 1 si, et seulement si, le discriminant de ¢ dans une
base de E est un carré.

01

10 ) dans My (F,), a = (—1)™

6. On se donne un entier impair n = 2m+1 > 3, on note J = (

dans IF, et est la forme quadratique de matrice :

J 0
0 J
A= e M, (F,)
0 0 J 0
0 0 0 «

dans la base canonique By de E = Fy.

(a) Donner une expression de ¢ dans la base B,.
(b) Justifier l'existence d'une base B de E dans laquelle la matrice de ¢ est I,.

(c¢) En désignant par @) 'ensemble des x € E tels que @ (z) = 1, montrer que :

card (Q)) = card {(xk>1§k§n cFy | 223721@713321@ +ar? = 1}
k=1

= card {(yk’)1<k<n € Fy | Zyi = 1}

k=1



7. Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts et ¢ la forme quadratique sur £ = F?
définie a la question précédente.

(a) En utilisant la premiere expression de card ((Q)) , montrer que :

card (Q) = ¢"* (%) +q"!

p—1

1)z

ol (Q) est le symbole de Legendre.
q

(b) A tout entier k compris entre 0 et p — 1, on associe 'application 7, qui associe a tout
entier relatif j le reste dans la division euclidienne de k + j par p et on fait agir le groupe
additif (F,, +) sur P'ensemble :

P
Q2 = {(yk>1gk§p € Fz | Zyi = 1}

k=1

par : _ —
V(ky) €FpX Qo k-y= (Ur)r » Untw)

card (Q) = (1 v <§)) + Np

ou N est le nombre d’orbites non réduites a un point.

Montrer que :

(c¢) Déduire de tout cela que :

(formule de réciprocité quadratique).

(a) Soient o un entier supérieur ou égal a 2, m un entier impair compris entre 1 et 2¢ — 1 et
q=2m+ 1.
On suppose qu’il existe un nombre premier impair p > 3 ne divisant pas g tel que ¢ ne
soit pas un carré modulo p.
Montrer que g est premier si, et seulement si, pq%l = —1 modulo gq.

(b) En utilisant le test de primalité de la question précédente, montrer qu’'un entier de Fermat,
F, = 22" +1 ol n est un entier naturel non nul, est premier si, et seulement si, 375 est
congru a —1 modulo Fj,.

— V — Algebre linéaire sur un corps fini

E est un F-espace vectoriel de dimension n > 1 (avec ¢ = p”, out p > 2 est premier).

1. Montrer que :

card (GL (E

[ -a)=d""T[(¢ 1)

k=1 j=1

2. Soit F' un F -espace vectoriel de dimension m > 1.
Montrer que les espaces vectoriels F et F' sont isomorphes si, et seulement si, les groupes
GL (E) et GL (F) sont isomorphes.



3. Montrer que si L est un corps tel que les groupes GL,, (F,) et GL,, (L) sont isomorphes, L est
alors isomorphe a IF,.

4. Montrer qu'un automorphisme v € GL (E) [resp. u € L (F) | est diagonalisable si, et seulement
si, u™!t = Id [resp. u? = ul.

(a) Donner un exemple de p-Sylow de GL,, (F,) pour n > 2.

(b) Montrer que, tout groupe fini d’ordre n > 1 est isomorphe & un sous-groupe de GL,, (F,) .
Indication : utiliser un théoreme de Cayley et les matrices de permutations.

(c) Rappeler comme le résultat précédent permet de montrer le premier théoreme de Sylow :
si G est un groupe d’ordre p®m avec v > 1 et p premier ne divisant pas m, il existe alors
un p-Sylow de G.

6. On désigne par J, (F,) I'ensemble de toutes les matrices de M,, (F,) nilpotentes d’ordre n.
On fait agir par conjugaison le groupe GL,, (F,) sur 'ensemble M,, (F,).

00 0 0
10 --- 00
(a) Montrer que 7, (F,) est Porbite de la matrice J, =] 0 1 - 0 0
00 --- 10

(b) Montrer que le stabilisateur de J,, est Fy[J,], ; N GL, (F,), ou Fy[J,], ; est I'ensemble
des matrices de la forme P (J,) ot P est un polynome dans [, [X] de degré au plus égal

an—1.
(¢) En déduire que :
n—1
card (jn (]Fq)) = H (qn - qk_l)
k=1

7. En désignant par DL (E) l'ensemble des Fj-automorphismes de E qui sont diagonalisables,
montrer que :

card (GL,, (IF,
3 (GL, (Fy))

card (DL (E)) = card (GL,, (F,))---card (GL,,_, (F,))

(711,"' 7anl)ENq71
ni+--+ng—1=n

avec la convention card (GLg (F,)) = 1.

Indication : vérifier que DL (E) est en bijection avec I'ensemble F des familles (Ey,--- , E,_1)
q—1
de sous-espaces vectoriels de F tels que £ = @Ek, puis utiliser une action du groupe GL (F)
k=1
sur I'ensemble des éléments de F tels que dim (E)) = ng, ot (nq,--- ,n,_1) est fixé.
8.
(a) Montrer que deux formes quadratiques non dégénérées ¢ et ¢’ sur E sont équivalentes si,
Discrg (¢
et seulement si, pour toute base B de E, le rapport ,—BW) est un carré dans F*.
Discrp () 1

(b) Montrer qu’il y a, dans Iespace vectoriel Q) (F) des formes quadratiques sur E, 2n + 1
classes d’équivalence, dont deux de formes quadratiques non dégénérées.



