Agrégation Externe
Devoir a la maison (ou ailleurs)
Le 19 septembre 2016
A remettre pour le 27 septembre 2016
Exercices

— I — Analyse réelle

1. Soient T, Ty deux réels non nuls et f une fonction continue de R dans R, telle que :

Ve eR, fz+T)=f(z+T2)=f(2)

T
Montrer que si Tl est irrationnel, la fonction f est alors constante.
2

2. Soient T1,T; deux réels non nuls et f une fonction de R dans R admettant une limite a gauche
[resp. & droite| en un point a et telle que :

Ve eR, fz+T)=[f(x+T2)=f(2)

T
Montrer que si Tl est irrationnel, la fonction f est alors constante.
2

3. Montrer que pour tout entier naturel n et toutes suites de réels (ar)ycp<,, € (Ak)gcpen > €S ar
étant non tous nuls et les Ay deux a deux distincts, la fonction f, définie par :

n

falz) = Z R

k=0

a au plus n racines réelles distinctes dans R**.

— II — Suites et séries de fonctions

+o0
1. Montrer que la fonction f : x — Ze*(”””%) est bien définie et indéfiniment dérivable sur R,
n=0
mais non développable en série entiere en 0.
“+oo
2. Montrer que la fonction f : x — e Vie=tdt est bien définie et indéfiniment dérivable sur

0
R, mais non développable en série entiere en 0.
— III — Longueur de courbes

Pour toute fonction f : [a,b] — R de classe C', on note :

L(f)= / N

la longueur de la courbe représentative de f.
Etant données deux fonctions de classe C' sur [a, b] telles que :
= fla)=g(a), f(b) =g (b);
— f(t) < g(t) pour tout ¢ € [a,b];
— g est convexe.



On se propose de montrer que L (f) > L(g), I'égalité étant réalisée si et seulement f = g.
On désigne par ¢ la fonction définie sur R par :

VEER, ¢(t) = VIt

1. Pour cette question, a < b sont deux réels, I = [a,b], f est une fonction a valeurs réelles
positives de classe C! et ¢ est une fonction a valeurs réelles continue sur /1.

(a) Montrer que si f est décroissante sur I, il existe alors un réel ¢ € I tel que :

/f@gwﬁ:ﬂwflww

(b) Montrer que si g est monotone sur I, il existe alors un réel ¢ € I tel que :

/f@g@ﬁzﬂ@/lww+ﬂw/g@ﬁ

(deuxieme formule de la moyenne).

2. Montrer que pour tous réels x et y, on a :

@ (y) =)+ (y—2)¢ ()

I'inégalité étant stricte pour x # y.

3. En déduire que : .
L)L)+ [ (FO-g W) og @)

4. En supposant que g est de classe C? sur [a, b] , montrer que :

/<f@—@%mww¢@wuzo

et conclure.

5. On suppose que g est seulement de classe C' sur [a,b]. Montrer que l'inégalité L (f) > L(g)
est encore réalisée.

— IV — Algebre générale

1. Montrer que 'anneau D des nombres décimaux est principal.

2. A désigne un anneau commutatif, unitaire, integre et K est le corps des fraction de A.
On se donne une partie S de A* qui contient 1 et qui est stable pour le produit, c¢’est-a-dire
que pour tout (a,b) dans S?, le produit ab est dans S.

(a) Montrer que I’ensemble :
S_IA:{gMEAetsES}
s

est un sous-anneau du corps K qui contient A.
(b) Montrer que si A est principal, il en est alors de méme de S™1A.
(c) Montrer que si A est euclidien, il en est alors de méme de S™'A.

(d) Montrer que 'anneau D des nombres décimaux est euclidien (donc principal).



(e) Montrer que I'ensemble :

P(X
A:{(—)|PE(C[X] etnEN}
Xn
est un anneau euclidien.
C[X,Y]

3. Montrer que 'anneau quotient est euclidien.

(XY — 1)
— V — Algebre linéaire (d’aprés agrégation 2008)

Si n est un entier naturel non nul et K un corps, on note M7 (n, K) Iaffirmation suivante :

Pour toutes matrices A et B diagonalisables dans M,, (K), la propriété :

(a) A et B commutent;

est équivalente a la propriété :

(b) pour tout A € K, A+ AB est diagonalisable dans M,, (K).

On peut montrer que MT (n,C) est vraie pour tout n > 1 (théoreme de Motzkin-Taussky, 1952).

On se propose de montrer ici que l'implication (a) = (b) est vraie dans 'affirmation MT (n,K),
pour tout entier n > 1 et tout corps K, puis d’étudier 'implication (b) = (a) dans les affirmations

MT (2,R) et MT (2,C).

1. Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie.
On considere u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent, c’est-a-dire
tels que uov = v ou.

(a) Montrer que les sous-espaces propres de v sont stables par u, c’est-a-dire que si F' est un
sous-espace propre de v, on a u (F) C F.

(b) Montrer que u induit sur chaque sous-espace propre de v un endomorphisme diagonali-
sable.

(¢) En déduire I'existence d'une base commune de réduction dans E pour les endomorphismes
u et v, c’est-a-dire qu’il existe une base B de E telle que celle ci soit une base de vecteurs
propres a la fois de u et de v.

2. Plus généralement, on considere (u;),.; une famille d’endomorphismes diagonalisables de E.
On suppose en outre que ces endomorphismes commutent deux a deux :

(\V/(’L,j) EIZ), U; OU; = Uj O Uy

Montrer I'existence d’'une base commune de réduction dans £ pour la famille (u;),., , ¢’est-a-dire
qu’il existe une base B de E qui est une base de vecteurs propres pour chaque endomorphisme
Uj, 1€ 1.

3. Montrer que l'implication (a) = (b) est vraie dans l'affirmation M7 (n,K), pour tout entier
n > 1 et tout corps K.

4. Etudier I'implication (b) = (a) dans Daffirmation MT (2,R).
5. On étudie 'implication (b) = (a) dans l'affirmation MT (2,C).
Soit A et B deux matrices diagonalisables de M (C) satisfaisant a la propriété (b) de MT (2,C).
(a) Montrer que l'on peut se ramener au cas ou B est une matrice diagonale de M (C) avec
au moins une valeur propre nulle.

(b) En supposant que B est une matrice diagonale non nulle avec une valeur propre nulle,
démontrer I'existence d’un nombre complexe Ay tel que A + A\gB ait une valeur propre
double.

(¢) En déduire que 'implication (b) = (a) dans MT (2,C) est vraie.



Probleme

Corps ordonnés

Ce probleme a pour objet 1'étude des corps commutatifs ordonnés, c’est-a-dire les corps munis
d’une relation d’ordre total qui est compatible avec ’addition et la multiplication par les éléments
positifs. Par exemple @Q,R ou tout corps compris entre les deux (les nombres algébriques ou les
nombres constructibles).

Certaines questions peuvent sembler élémentaires. Il ne suffit pas d’affirmer que le résultat est
évident, il faut donner une réponse concise mais rigoureuse en mettant bien en évidence les points
qui permettent d’aboutir.

Les trois parties de ce probleme sont indépendantes.

— I — Corps ordonnables

Soit K un corps commutatif.
On note + 'addition sur K et - la multiplication (on écrira aussi zy pour x - y).
Pour toutes parties A, B de K, on note :

—A={-z|xze€ A}

A2 ={2? |z € A}
A+B={x+y|(z,y) € Ax B}
A-B={z-y|(z,y) € Ax B}

On dit que K est ordonnable s’il existe une relation d’ordre total qui est compatible avec la
structure de corps de K, c’est-a-dire une relation noté < telle que :

— < est une relation d’ordre total sur K

— pour tous x,y, 2z dans K on a :

r<y=x+z<y+z
r<yet0<z=>2-2<y 2

Si K est ordonnable, on dira alors que (K, <) est un corps ordonné.
Si z < y dans K, on pourra écrire de maniere équivalente y > .

On note :
Kf={zxeK|0<uz}

Le corps des réels est muni de sa structure ordonnée usuelle et ses propriétés classiques (propriété
d’Archimede, existence des bornes supérieures, ...) sont connues.

1. Soit (K, <) un corps ordonné. Montrer que pour toute suite finie (z;),.,., d’éléments de K on
n
a 0 < > z? I'égalité étant réalisée si, et seulement si, tous les x; sont nuls.
i=1
2. Montrer qu’un corps ordonnable est nécessairement de caractéristique nulle.

3. Montrer qu’un corps algébriquement clos n’est pas ordonnable.

4. Soit (K, <) un corps ordonné. Pour tout polynéme P dans K[X], on note :

0siP=0

d(P) = an si P(X) =Y a, X* est de degré n.
k=0



On écrit toute fraction rationnelle R dans K (X)) sous la forme R = — avec P, @ dans K[X]

P
Q
et @ non nul unitaire. On définit la relation < sur K (X) par :

P _ B

@S@ﬁd(lez—PlQﬁZO-

Montrer que cette relation est bien définie et que (K (X), <) un corps ordonné.

5. Montrer qu'un corps commutatif K est ordonnable si, et seulement si, il existe une partie P de

K telle que :
pPn(—p)={0}
PuU(-P)=K (1)
P+PCP
P-PCP

6. Montrer que si (L, <) est un corps ordonné, alors tout sous-corps de L est naturellement
ordonnable par < .

7. Montrer que si (L, <) est un corps ordonné, alors tout corps isomorphe a L est naturellement
ordonnable.

8. Montrer qu’il existe une unique relation d’ordre total sur Q qui est compatible avec la structure
de corps.

9. Montrer qu’il existe une unique relation d’ordre total sur R qui est compatible avec la structure
de corps.

10. Soit K un corps de caractéristique différente de 2. On note > K? le sous-ensemble de K dont les
éléments peuvent s’écrire comme somme finie de carrés. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) i K est ordonnable;
i. K#> K?;
iii. —1 n’est pas somme de carrés dans K
iv. une somme de carrés > 7 est nulle dans K si, et seulement si, tous les z; sont nuls;
i=1
v. il existe une partie non vide P de K telle que K2 C P, P+ P C P, P-P C P et
PN (—P)={0}.

11. Montrer qu'un corps commutatif K est ordonnable si, et seulement si, —1 n’est pas somme de
carrés dans K (théoreme d’Artin-Schreier).

— IT — Nombres algébriques et nombres transcendants

On dit qu’un nombre complexe a est algébrique s'il existe un polynéme non nul P dans Q [X] tel
que P («a) = 0.

Un nombre complexe qui n’est pas algébrique est dit transcendant.

On note A 'ensemble des nombres complexes algébriques.

Si A est un anneau commutatif unitaire et n un entier naturel non nul, on note A[Xy, -+, X,]
I’anneau des polynomes a n indéterminées a coefficients dans A.
On dit quun polynome P dans A[Xy,---, X,] est symétrique s’il pour toute permutation o de

{1727"' Jn} OnaP(Xa(l)u"' 7Xa(n)) :P(X17 7Xn)



Les polynomes symétriques élémentaires (o), .., sont définis par :

Vke{1,2,---.n}, op(Xq,-,X,) = Z X, X - X

1<i1<-<ip<n

ke

On rappelle que si P € A[Xq,---,X,] est symétrique, il existe alors un polynome @ dans
A[Xq, -, X, tel que P(Xq,--+ , X)) =Q (01, ,00).

1. Soit P un polynéme non constant et irréductible dans Q [X]. Montrer que toutes les racines
complexes de P sont simples.

2. Soit P un polynéme non constant dans Q [X] de degré n et oy, - , o, ses racines complexes.

(a) Montrer que pour tout polynéme @) dans Q [X] le polynéme R(X) = [[ @ (X + «;) est
j=1
dans Q [X].
(b) En supposant tous les «; non nuls, montrer que pour tout polynéme ¢ dans Q [X] de

n X
degré m, le polynome S (X) = [] o'Q (a_) est dans Q[X].
j=1 j

3. Soit o un nombre algébrique.
(a) Montrer qu’il existe un unique polynome unitaire P, dans Q [X] tel que :
{PeQlX]| P(a) =0} =Q[X]- F.
On dit que P, est le polynome minimal de « et son degré est le degré de a. Il est noté
d(a).

(b) Montrer que le polynome minimal de « est 'unique polynéme unitaire irréductible de
Q [X] qui annule .

4. Montrer que I'ensemble A des nombres complexes algébriques est un corps.

5. Soit (Py);<p<, une famille de polynémes unitaires non constants dans Q[X]. Pour tout k
compris entre 1 et n, on note py le degré de Py, et ag.1,- - , gy, les racines complexes de Pj.
Montrer que le polynome () défini par :

Q (X) = H (Xn + O‘l,len_l +ot O‘n—l,jnle + Ozndn)
1<i1<m
1§jn:§pn
est dans Q [X].

6. En utilisant la question précédente, montrer que le corps A des nombres complexes algébriques
est algébriquement clos.

7. Soient «a, 3 deux nombres algébriques, P, (X) = Y azX* le polynéme minimal de « et
k=0
Ps (X) = > b X celui de B avec a,, = by, = 1. On note :
k=0

{o'F10<i<n—1,0<j<m—1}={p|1<k<p}
olt p = nm et 31 = a’® = 1. On désigne par v le vecteur de C? de composantes 1, -+, 7.

a) Montrer qu'il existe deux matrices carrées d’ordre p a coefficients rationnels A e elles
Mont il existe d tri Ses d’ord ; fficients rati Is A et B tell
que av = Av et fv = BV.



(b) En utilisant le résultat de II.7a, retrouver le fait que A est un corps.

n

8. Soit P(X) = Y axX* un polynéme non constant de degré n a coefficients dans le corps A et
k=0

« une racine complexe de P. Pour tout entier k compris entre 0 et n on note n; le degré du

nombre algébrique ay, et :
{oziaéoail---ai”|0§i§n—1, 0<ip<ny—1}={w|1<k<p}
oup=nng---n, ety =1. On désigne par v le vecteur de C? de composantes 7y, - ,7v,.

(a) Montrer qu’il existe une matrice carrée d’ordre p a coefficients rationnels A telle que
av = Av.

(b) En déduire que « est algébrique. On retrouve ainsi le fait que A est algébriquement clos.
— IIT — Nombres transcendants et automorphismes croissants de Q**

R et C sont munis de leur structure naturelle de Q-espace vectoriel.

R*T* désigne le groupe multiplicatif des réels strictement positifs.

Si v et 3 sont deux nombres complexes avec o non nul, on définit alors o par o = e(n(@+im8
si e = —a avec a réel strictement positif et a® = ™) ol In est la détermination principale du
logarithme si o est dans C \ R™.

On admettra les résultats suivants.

Théoréme 1 (des six exponentielles) Sixy,zy sont deux nombres complexes linéairement indépendants
sur Q et y1,y2, ys trois nombres complexes linéairement indépendants sur Q, alors l'un au moins des
siz nombres complexes e*¥i pour 1 <1 <2 et 1 < j <3, est transcendant.

Théoreme 2 (Gelfond-Schneider) Sia est un nombre algébrique non nul et 5 un nombre algébrique
n‘appartenant pas a Q, alors o est transcendant.

1. Montrer que les seuls endomorphismes du groupe additif R qui sont monotones sont les ho-
mothéties (i.e. les applications x — Az, ot A est une constante réelle).

2. Montrer que l'identité est le seul endomorphisme de corps non identiquement nul de R.

3. Soient G, H deux sous-groupes du groupe additif R et ¢ un morphisme de groupes croissant
de G vers H. Montrer qu'il existe un réel positif A tel que ¢ (x) = Az pour tout x dans G.

4. Soient G, H deux sous-groupes du groupe multiplicatif R™* et ¢ un morphisme de groupes
croissant de G vers H. Montrer qu’il existe un réel positif A tel que o (z) = z* pour tout x dans

G.
5. Montrer que les réels In (2), In (3) et In (5) sont linéairement indépendants sur Q.

6. En utilisant le théoreme des six exponentielles, montrer que si « est un nombre complexe tel
que 2%, 3% et 5™ sont des entiers alors a est un entier.

7. Soit o un nombre algébrique différent de 0 et de 1. Montrer que si § est un nombre complexe
9 \ 9 . 2 3
n’appartenant pas a Q alors I'un des trois nombres complexes o, a®” ou a®” est transcendant.

8. Soit G un sous-groupe du groupe multiplicatif R™* contenu dans A. Montrer que si o est un
automorphisme croissant de G alors il existe un nombre rationnel positif r tel que o (z) = rz
pour tout x dans G.

n
9. Soit P un polynoéme non constant a coefficients entiers relatifs défini par P(X) = > a, X*
k=0
avec a, non nul.



(a) Montrer que si r = b est une racine rationnelle non nulle de P, ou p, ¢ sont deux entiers

relatifs premiers entre eux, alors p divise ag et ¢ divise a,,.

n
(b) Montrer que si P(X) = > ax X" est un polynéme unitaire non constant & coefficients
k=0
entiers relatifs (a,, = 1) alors les racines de P sont soit entieres, soit irrationnelles.

(c) Montrer que pour tout entier r > 2 et tout nombre premier p > 2, /D est irrationnel.

10. Montrer que l'identité est le seul automorphisme croissant du groupe multiplicatif Q** (théoréeme
de Glass-Ribenboim, 1993).



