
Notations et dé�nitions

Selon l'usage, les corps sont supposés commutatifs. Dans tout le problème, n est un élément
de N∗, K est un corps.

Si A est un sous-anneau d'un corps, si p et q sont des éléments de N∗, on note Mp,q (A)
l'ensemble des matrices à p lignes et q colonnes à coe�cients dans A. On abrège Mp,p (A)
en Mp (A) ; la matrice identité de Mp (A) est notée Ip. Le groupe des inversibles de l'anneau
Mp (A) est noté GLp (A) . Pour m dans N, on note Um (A) l'ensemble des polynômes unitaires
de A [X] .

Deux matrices M et N de Mn (A) sont dites semblables sur A si, et seulement si, il existe
P dans GLn (A) telle que :

N = PMP−1

La relation de similitude sur Mn (A) est une relation d'équivalence. Les classes de cette
relation sont appelées classes de similitude sur A ; pour A = Z, on les appellera également
classes de similitude entière.

Pour M dans Mn (K) , soit χM le polynôme caractéristique (unitaire) de M :

χM (X) = det (XIn −M)

Pour P dans Un (K) , soit EK (P ) l'ensemble des matrices M de Mn (K) telles que χM = P.
Puisque deux matrices semblables dans Mn (K) ont même polynôme caractéristique, EK (P )
est une réunion de classes de similitude sur K.

Il est clair que si M est dans Mn (Z) , χM est dans Un (Z) . Si P est dans Un (Z) , on note
EZ (P ) l'ensemble des matricesM deMn (Z) telles que χM = P ; cet ensemble est une réunion de
classes de similitude entière. On note DZ (P ) l'ensemble des matrices de EZ (P ) diagonalisables
sur C.

Si P est le polynôme Xn − an−1X
n−1 − · · · − a1X − a0 de K [X] , on note C (P ) la matrice

compagnon de P, c'est-à-dire :

C (P ) =


0 · · · 0 a0

1
. . .

... a1
...

. . . 0
...

0 · · · 1 ap−1

 si n ≥ 2 et (a0) si n = 1

� I � Préliminaires

� A � Matrices à coe�cients dans K

1.

(a) Pour quels (a, b, c) de K3, la matrice M =

(
a b
0 c

)
est-elle diagonalisable sur K ?

(b) Si a ̸= c et b quelconque dans K, la matrice M est alors triangulaire supérieure dans
M2 (K) avec deux valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.
Si a = c, elle est diagonalisable si, et seulement si, b = 0. En e�et, pour b = 0, elle
est diagonale et pour b ̸= 0, a est valeur propre double de M et l'équation MX = X
équivaut à by = 0, soit à y = 0. L'espace propre associé à l'unique valeur propre a

de M est donc la droite D = R

(
1
0

)
et M n'est pas diagonalisable.
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(c) Trouver deux matrices de M2 (K) non semblables sur K et ayant même polynôme
caractéristique.

(d) Pour a, b dans K, avec b ̸= 0, les matrices M =

(
a b
0 a

)
et N = aI2 ont le

même polynôme caractéristique, χM (X) = (X − a)2 et ne peuvent être semblables
puisque N est diagonalisable et M ne l'est pas (ou bien le polynôme minimal de M
est (X − a)2 et celui de N, X − a).

(e) Soient M et M ′ deux éléments de Mn (K) diagonalisables sur K et telles que χM =
χM ′ . Montrer que M et M ′ sont semblables sur K.

(f) Une matrice M ∈ Mn (K) diagonalisable a un polynôme caractéristique scindé,

χM (X) =

p∏
k=1

(X − λk)
αk , où les λk sont deux à deux distincts dans K et les αk sont

des entiers naturels non nuls, le polynôme minimal étant πM (X) =

p∏
k=1

(X − λk) .

L'égalité χM = χM ′ avec M,M ′ diagonalisables sur K, nous dit alors que πM = πM ′ ,
ces deux polynômes étant scindés à racines simples. Il en résulte que M et M ′ sont
diagonalisables avec les mêmes valeurs propres, elles sont donc semblables à une
même matrice diagonale et conséquence semblables entre elles.

2. Soit P dans Un (K) .

(a) Montrer que χC(P ) = P.

(b) En notant P(a0,··· ,an−1) (X) = det (XIn − C (P )) le polynôme caractéristique de C (P )
et en le développant par rapport à la première ligne, on a :

P(a0,··· ,an−1) (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X · · · 0 −a0

−1
. . .

... −a1
...

. . . X
...

0 · · · −1 X − an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = X · P(a1,··· ,an−1) (X)− a0

et par récurrence P(a0,··· ,an−1) (X) = Xp −
n−1∑
k=0

akX
k = P (X) .

b. bis On peut en fait véri�er que P est le polynôme caractéristique et aussi le polynôme
minimal de C (P ).

On désigne par E l'espace vectoriel quotient
K [X]

(P )
, où (P ) = K [X] · P est l'idéal

engendré par P et u ∈ L (E) est dé�ni par :

∀A ∈ E, u
(
A
)
= XA

i. Par division euclidienne, tout polynôme A ∈ K [X] s'écrit A = PQ+R avec R ∈

Kn−1 [X] et P = R =
n−1∑
k=0

αkXk, donc
(
Xk
)
0≤k≤n−1

est une famille génératrice

de E.

Dire que
n−1∑
k=0

αkXk = 0 dans E équivaut à dire que R =
n−1∑
k=0

αkX
k est multiple
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de P, donc nul à cause des degré, ce qui revient à dire que tous les αk sont nuls.

La famille B =
(
Xk
)
0≤k≤n−1

est donc une base de E et dim (E) = n = deg (P ) .

On notons ek = Xk−1 pour k compris entre 1 et n.

ii. Avec u (ek) = u
(
Xk−1

)
= Xk = ek+1 pour 1 ≤ k ≤ n− 1 et :

u (en) = u
(
Xn−1

)
= Xn =

n−1∑
k=0

akXk =
n∑

k=1

ak−1ek

(qui résulte de P = 0), on voit que C (P ) est la matrice de u dans la base B.
iii. On a ek = uk−1 (e1) pour 1 ≤ k ≤ n et :(

un −
n∑

k=1

ak−1u
k−1

)
(e1) = 0

(
un −

n∑
k=1

ak−1u
k−1

)
(ej) = uj−1

((
un −

n∑
k=1

ak−1u
k−1

)
(e1)

)
= 0

pour 1 ≤ j ≤ n, ce qui signi�e que u est annulé par P. Le polynôme minimal
πC(P ) = πu divise donc P. Si πu est de degré p < n, up est alors combinai-
son linéaire de Id, u, · · · , up−1, donc ep+1 = up (e1) est combinaison linéaire de
e1, e2, · · · , ep, ce qui n'est pas. On a donc p = n et πC(P ) = πu = P.

iv. Le théorème de Cayley-Hamilton nous dit πC(P ) est unitaire de degré n divisant
le polynôme caractéristique lui aussi unitaire de degré n, donc ces polynômes
sont égaux.
En dé�nitive, χC(P ) = πC(P ) = P.

(c) Si λ est dans K, montrer que le rang de C (P )− λIn est supérieur ou égal à n− 1.

(d) Pour n ≥ 2, on a :

C (P ) =

(
01,n−1 a0
In−1 β

)
où 01,n−1 est le vecteur nul de M1,n−1 (K) et β ∈ Mn−1,1 (K) , donc pour tout λ ∈ K :

C (P )− λIn =

(
αλ a0

Tn−1 (λ) βλ

)
où αλ = (−λ, 01,n−2) ∈ M1,n−1 (K) , βλ ∈ Mn−1,1 (K) et Tn−1 (λ) ∈ Mn−1 (K) est
triangulaire supérieure avec la diagonale formée de 1. On a donc det (Tn−1 (λ)) =
1 ̸= 0 et la matrice C (P ) est de rang au moins égal à n − 1. Précisément, ce rang
est n− 1 si λ est valeur propre de C (P ) et n sinon.
Pour n = 1, C (P )− λI1 = (a0 − λ) est de rang 0 ou 1.

(e) Montrer l'équivalence entre les trois assertions suivantes :

i. le polynôme P est scindé sur K à racines simples ;

ii. toutes les matrices de EK (P ) sont diagonalisables sur K ;

iii. C (P ) est diagonalisable sur K.
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(f)

(i) ⇒ (ii) Si P est scindé sur K à racines simples, il en est de même de χM = P pour toute
matrice M ∈ EK (P ) et M est diagonalisable sur K.

(ii) ⇒ (iii) Si toutes les matrices de EK (P ) sont diagonalisables sur K, la matrice C (P ) qui
est dans EK (P ) (puisque χC(P ) = P ) est diagonalisable.

(iii) ⇒ (i) Si C (P ) est diagonalisable, son polynôme caractéristique χC(P ) = P est scindé
sur K. Si λ ∈ K est une valeur propre de C (P ) , le rang de C (P ) − λIn vaut
n − 1, donc l'espace propre associé est de dimension 1. Les valeurs propres de
C (P ) sont donc toutes simples. En dé�nitive P = χC(P ) est scindé sur K à
racines simples.

3. Soient r et s dans N∗, A dans Mr (K) , A′ dans Ms (K) , M =

(
A 0
0 A′

)
.

Montrer que M est diagonalisable sur K si, et seulement si, A et A′ sont diagonalisables
sur K.

4. Si M est diagonalisable sur K, son polynôme minimal πM est scindé sur K à racines
simples et avec :

0 = πM (M) =

(
πM (A) 0

0 πM (A′)

)
on déduit que A et A′ sont annulées par un polynôme scindé sur K à racines simples, elles
sont donc diagonalisables.
Réciproquement si A,A′ sont diagonalisables sur K, il existe alors P ∈ GLr (K) , Q ∈

GLs (K) telles que P−1AP et Q−1A′Q soient diagonales. La matrice R =

(
P 0
0 Q

)
est

alors inversible et :

R−1MR =

(
P−1 0
0 Q−1

)(
A 0
0 A′

)(
P 0
0 Q

)
=

(
P−1AP 0

0 Q−1A′Q

)
est diagonale.
Ce résultat est en fait valable pour une matrice diagonale à r blocs, c'est-à-dire qu'une
matrice diagonale par blocs M = diag (A1, · · · , Ar) , où Ak ∈ Mrk (K) pour tout k, est
diagonalisable sur K si, et seulement si, toutes les matrices Ak sont diagonalisables sur
K.

5. Montrer que, pour tout P de Un (K) , l'ensemble EK (P ) est une réunion �nie de classes
de similitude sur K. On pourra admettre et utiliser le résultat suivant 1.
� Si M est dans Mn (K) , il existe r dans N∗ et r polynômes unitaires non constants
P1, · · · , Pr de K [X] tels que M soit semblable sur K à une matrice diagonale par blocs
dont les blocs diagonaux sont C (P1) , · · · , C (Pr) . �

6. Le théorème de Frobénius nous dit qu'une matrice M ∈ EK (P ) est semblable à une
matrice de la forme :

F =


C (P1) 0 · · · 0

0 C (P2)
. . . 0

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 C (Pr)


1. c'est la décomposition de Frobénius
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elle est donc dans la classe de similitude de F. Le polynôme caractéristique de F est :

P = χF =
r∏

k=1

χC(Pk) =
r∏

k=1

Pk

Dans l'anneau factoriel K [X] , il n'y a qu'un nombre �ni de polynômes unitaires Pk tels

que P =
r∏

k=1

Pk, ce qui ne laisse qu'un nombre �ni de possibilités pour F.

L'ensemble EK (P ) est donc une réunion �nie de classes de similitude sur K.

� B � Polynômes

1. Soient P dans K [X] , a dans K une racine de P. Montrer que a est racine simple de P si,
et seulement si, P ′ (a) ̸= 0.

2. Dire que a est racine de P signi�e qu'il existe un polynôme Q ∈ K [X] tel que P (X) =
(X − a)Q (X) et cette racine est simple si, et seulement si, Q (a) ̸= 0, ce qui équivaut
encore à P ′ (a) ̸= 0, puisque P ′ (X) = Q (X) + (X − a)Q′ (X) et P ′ (a) = Q (a) .

3. Soit P un élément irréductible de Q [X] .Montrer que les racines de P dans C sont simples.

4. Si P est irréductible dans Q [X] , on a alors P ∧ P ′ = 1 dans Q [X] (de manière générale
P ∧ Q = 1 pour Q non nul de degré strictement inférieur à n) et le théorème de Bézout
nous dit qu'il existe deux polynômes U, V dans Q [X] tels que UP + V P ′ = 1. Si a ∈ C
est une racine de P, on a alors V (a)P ′ (a) = 1, donc P ′ (a) ̸= 0 et a est racine simple de
P.

5. Soient P et Q dans Q [X] , unitaires, tels que P appartienne à Z [X] et que Q divise P
dans Q [X] . Montre que Q appartient à Z [X] . On pourra admettre et utiliser le lemme
de Gauss suivant.
� Si U est dans Z [X] \ {0} , soit c (U) le pgcd des coe�cients de U. 2Alors pour tout
couple (U, V ) d'éléments de Z [X] \ {0} : c (UV ) = c (U) c (V ) . �

6. On a P = QR unitaire Z [X] avec Q,R unitaires dans Q [X] .
Après réduction au même dénominateur des coe�cients de Q et R, on peut écrire que

Q =
1

m
Q1, R =

1

m
R1, avec m dans N∗ et Q1, R1 dans Z [X] de coe�cient dominant égal

à m (Q et R sont unitaires). On a alors m2QR = Q1R1 dans Z [X] et on peut écrire :

c
(
m2QR

)
= m2c (QR) = c (Q1) c (R1)

avec c (QR) = 1 puisque P = QR est unitaire dans Z [X] . On a donc m2 = c (Q1) c (R1)
avec c (Q1) et c (R1) qui divisent m (m est le coe�cient dominant des polynômes Q1 et
R1), ce qui implique que c (Q1) = c (R1) = m, c'est-à-dire quem divise tous les coe�cients

de Q1 et R1 et donc Q =
1

m
Q1, R =

1

m
R1 sont dans Z [X] .

Par récurrence, on en déduit que si P =
r∏

k=1

Pk est unitaire Z [X] , les Pk étant unitaires

dans Q [X] , alors tous les Pk sont dans Z [X] .

7. Soit P dans Un (Z) . Montrer que DZ (P ) n'est pas vide.

2. c (U) est le contenu de U
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8. Dans l'anneaux factoriel Q [X] , le polynôme P ∈ Un (Z) est produit de polynômes irré-

ductibles, soit P =
r∏

k=1

Pk, les Pk étant unitaires dans Q [X] .

La question précédente nous dit que les Pk sont nécessairement dans Z [X] .
Comme les Pk sont irréductibles dans Q [X] , la question I.B.2. nous dit qu'ils sont scin-
dés à racines simples dans C, et I.A.2.c. nous dit que les C (Pk) sont diagonalisables sur
C.
De I.A.3. on déduit que la matrice M = diag (C (P1) , · · · , C (Pr)) est diagonalisable sur

C. Cette matrice est dans Mn (Z) avec χM =
r∏

k=1

χC(Pk) =
r∏

k=1

Pk = P, elle est donc dans

EZ (P ) et dans DZ (P ) . Cet ensemble est donc non vide.

� C � Similitude sur K de matrices blocs

Pour U et V dans Mn (K) , on note ΦU,V l'endomorphisme de Mn (K) dé�ni par :

∀X ∈ Mn (K) , ΦU,V (X) = UX −XV

1. Soient U dans Mn (K) , Q dans GLn (K) et V = QUQ−1. Déterminer un automorphisme
du K-espace vectoriel Mn (K) envoyant le noyau de ΦU,V sur celui de ΦU,U .

Dans la suite, m est un entier tel que 0 < m < n, A un élément de Mm (K) , A′ un
élément de Mn−m (K) , B un élément de Mm,n−m (K) .
On note :

M =

(
A B
0 A′

)
, N =

(
A 0
0 A′

)
2. On a, pour Q ∈ GLn (K) :

ΦU,V (X) = UX −XV = UX −XQUQ−1 = (UXQ−XQU)Q−1

= ΦU,U (XQ)Q−1

donc :
ΦU,V (X) = 0 ⇔ ΦU,U (XQ) = 0

soit :
X ∈ ker (ΦU,V ) ⇔ XQ ∈ ker (ΦU,U)

L'automorphisme X ∈ Mn (K) 7→ XQ envoie donc ker (ΦU,V ) sur ker (ΦU,U) .

3. Soient Y dans Mm,n−m (K) et P =

(
Im Y
0 In−m

)
.

Véri�er que P appartient à GLn (K) ; déterminer P−1 et P−1NP. En déduire que s'il
existe Y dans Mm,n−m (K) tel que B = AY − Y A′, alors M et N sont semblables.

4. De det (P ) = 1, on déduit que P ∈ GLn (K) . Plus précisément, avec :(
Im Y
0 In−m

)(
Im Z
0 In−m

)
=

(
Im Z + Y
0 In−m

)
on déduit que P ∈ GLn (K) avec P−1 =

(
Im −Y
0 In−m

)
et :

P−1NP =

(
Im −Y
0 In−m

)(
A 0
0 A′

)(
Im Y
0 In−m

)
=

(
A AY − Y A′

0 A′

)

page vi



Il en résulte que M =

(
A B
0 A′

)
est semblable à N pour B = ΦA,A′ (Y ) = AY − Y A′.

5. Le but de cette question est de montrer que si M et N sont semblables sur K, alors il
existe Y dans Mm,n−m (K) tel que B = AY − Y A′.
Si X est dans Mn (K) , on pose :

X =

(
X1,1 X1,2

X2,1 X2,2

)
avec X1,1 ∈ Mm (K) , X1,2 ∈ Mm,n−m (K) , X2,1 ∈ Mn−m,m (K) et X2,2 ∈ Mn−m (K) . On
note alors :

τ (X) = (X2,1, X2,2)

Il est clair que τ est une application linéaire de Mn (K) dans Mn−m,n (K) .

(a) Montrer les relations :{
ker (τ) ∩ ker (ΦN,N) = ker (τ) ∩ ker (ΦM,N)
τ (ker (ΦM,N)) ⊂ τ (ker (ΦN,N))

(b) Une matrice X dans ker (τ) est de la forme X =

(
X1,1 X1,2

0 0

)
et pour toute

matrice B dans Mm,n−m (K) , on a :

ΦM,N (X) = MX −XN

=

(
A B
0 A′

)(
X1,1 X1,2

0 0

)
−
(

X1,1 X1,2

0 0

)(
A 0
0 A′

)
=

(
AX1,1 −X1,1A AX1,2 −X1,2A

′

0 0

)
= ΦN,N (X)

Il en résulte que ker (τ) ∩ ker (ΦN,N) = ker (τ) ∩ ker (ΦM,N) .

Pour X =

(
X1,1 X1,2

X2,1 X2,2

)
∈ ker (ΦM,N) , on a :

ΦM,N (X) = MX −XN

=

(
A B
0 A′

)(
X1,1 X1,2

X2,1 X2,2

)
−
(

X1,1 X1,2

X2,1 X2,2

)(
A 0
0 A′

)
=

(
AX1,1 +BX2,1 −X1,1A AX1,2 +BX2,2 −X1,2A

′

A′X2,1 −X2,1A A′X2,2 −X2,2A
′

)
= 0

donc :
τ (ΦM,N (X)) = (A′X2,1 −X2,1A,A

′X2,2 −X2,2A
′) = 0

En posant X ′ =

(
Im 0
X2,1 X2,2

)
, on a :

ΦN,N (X ′) = NX ′ −X ′N

=

(
A 0
0 A′

)(
Im 0
X2,1 X2,2

)
−
(

Im 0
X2,1 X2,2

)(
A 0
0 A′

)
=

(
0 0

A′X2,1 −X2,1A A′X2,2 −X2,2A
′

)
= 0
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donc, τ (X) = (X2,1, X2,2) = τ (X ′) avec X ′ ∈ ker (ΦN,N) . On a donc montré que
τ (ker (ΦM,N)) ⊂ τ (ker (ΦN,N)) .

(c) On suppose que M et N sont semblables sur K. Montrer :

τ (ker (ΦM,N)) = τ (ker (ΦN,N))

(d) En I.C.1. on a vu que, si M et N sont semblables sur K, ker (ΦM,N) est alors
isomorphe à ker (ΦN,N) , donc ces espaces ont même dimension.
Le théorème du rang appliqué à la restriction de τ à ker (ΦM,N) [resp. à ker (ΦN,N)]
nous dit que :

dim (τ (ker (ΦM,N))) = dim (ker (ΦM,N))− dim (ker (τ) ∩ ker (ΦM,N))

[resp. dim (τ (ker (ΦN,N))) = dim (ker (ΦN,N))− dim (ker (τ) ∩ ker (ΦN,N)) ]

et de la première égalité de I.C.3.a. on déduit que ker (τ) ∩ ker (ΦM,N) et ker (τ) ∩
ker (ΦN,N) ont même dimension. En dé�nitive on a dim (τ (ker (ΦM,N))) = dim (τ (ker (ΦN,N)))
et l'égalité τ (ker (ΦM,N)) = τ (ker (ΦN,N)) d'après l'inclusion de I.C.3.a.

(e) On suppose queM etN sont semblables surK.Montrer qu'il existe Y dansMm,n−m (K)
tel que B = AY − Y A′.

(f) Si M et N sont semblables sur K, on a alors τ (ker (ΦM,N)) = τ (ker (ΦN,N)) .

La matrice In =

(
Im 0
0 In−m

)
étant dans ker (ΦN,N) , il existe une matrice X =(

X1,1 X1,2

0 In−m

)
dans ker (ΦM,N) (τ (In) = τ (X) = (0, In−m)), ce qui se traduit par :

ΦM,N (X) =

(
A B
0 A′

)(
X1,1 X1,2

0 In−m

)
−
(

X1,1 X1,2

0 In−m

)(
A 0
0 A′

)
=

(
AX1,1 −X1,1A AX1,2 +B −X1,2A

′

0 0

)
= 0

et nous dit que B = X1,2A
′ − AX1,2. Posant Y = −X1,2 ∈ Mm,n−m (K) , on a

B = AY − Y A′.

6. Montrer l'équivalence entre les deux assertions suivantes :

(i) M est diagonalisable sur K ;

(ii) A et A′ sont diagonalisables sur K et B est de la forme AY − Y A′ avec Y dans
Mm,n−m (K) .

7. Dire que M =

(
A B
0 A′

)
est diagonalisable sur K équivaut à dire que son polynôme

minimal πM est alors scindé sur K à racines simples. Avec :

0 = πM (M) =

(
πM (A) C

0 πM (A′)

)
on déduit que les matrices A et A′ sont annulées par un polynôme scindé sur K et à
racines simples, elles sont donc diagonalisables sur K.
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De I.A.3. on déduit que N =

(
A 0
0 A′

)
est diagonalisable sur K. Comme M et N sont

diagonalisable sur K avec le même polynôme caractéristique (à savoir χA ·χA′), elles sont
semblables (d'après I.A.1.c.) et B = AY − Y A′ avec Y ∈ Mm,n−m (K) d'après I.C.3.c.

Si B = AY −Y A′ avec Y ∈ Mm,n−m (K) , la matrice M =

(
A B
0 A′

)
est alors semblable

sur K à N =

(
A 0
0 A′

)
d'après I.C.2. Si de plus, A et A′ sont diagonalisables sur K, il

en est de même de N d'après I.A.3. et M est diagonalisable sur K.

� II � Similitudes entières

� A � Généralités, premier exemple

1. Soit A un sous-anneau d'un corps. Montrer que GLn (A) est l'ensemble des matrices de
Mn (A) dont le déterminant est un élément inversible de A. Expliciter ce résultat pour
A = Z.

2. Dire que M ∈ Mn (A) est inversible, signi�e qu'il existe une matrice M ′ ∈ Mn (A) telle
que MM ′ = In, ce qui entraîne det (M) det (M ′) = 1 dans l'anneau A, donc det (M) est
inversible dans A.
Réciproquement si M ∈ Mn (A) est telle que det (M) soit inversible dans A, la relation

M · tM̃ = det (M) In, où M̃ ∈ Mn (A) est la comatrice de M, nous dit que M est

inversible dans A avec M−12 = (det (M))−1 tM̃.
Pour A = Z, on obtient l'ensemble des matrices de Mn (Z) de déterminant égal à ±1.

3. Soient p un nombre premier, Fp le corps �ni Z/pZ. Si M est une matrice de Mn (Z) , on
note M la matrice de Mn (Fp) obtenue en réduisant M modulo p.
Montrer que si M et N sont deux matrices de Mn (Z) semblables sur Z, les matrices M
et N sont semblables sur Fp.

4. On véri�e facilement que pour toutes matrices P,Q dans Mn (Z) , on a P +Q = P +Q
PQ = P ·Q, c'est-à-dire que l'application M 7→ M est un morphisme d'anneau de Mn (Z)
sur Mn (Fp) (il est surjectif). Si de plus P est inversibles, on a alors PP−1 = In dans
Mn (Z) et PP−1 = In dans Mn (Fp) , c'est-à-dire que P est inversible dans Mn (Fp)

d'inverse P
−1

= P−1.
Si M et N sont semblables dans Mn (Z) , il existe alors P ∈ GLn (Z) telle que N =

P−1MP et avec N = P
−1
MP, on déduit que M et N sont semblables dans Mn (Fp) .

5. Pour a dans Z, soient :

Sa =

(
1 a
0 −1

)
, Ta =

(
1 a
0 1

)
(a) Montrer que S0 et S1 sont semblables sur Q, mais ne sont pas semblables sur Z.

Soit M dans M2 (Z) telle que χM = X2 − 1.

(b) Pour tout a ∈ Z, la matrice Sa ∈ M2 (Q) a deux valeurs propres distinctes dans Q,

elle est donc diagonalisable semblable à S0 =

(
1 0
0 −1

)
sur Q.

Si Sa est semblable à S0 sur Z, pour tout nombre premier p ≥ 2, la matrice Sa
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est semblable à S0 sur Zp. Prenant p = 2 et a impair, on a S0 =

(
1 0
0 1

)
= I2 et

Sa =

(
1 1
0 1

)
̸= I2 ne peut être semblable à S0 = I2 dans M2 (F2) , ce qui contredit

II.A.2. Donc S0 et Sa, pour a impair, ne sont pas semblables sur Z.
(c) Montrer qu'il existe x1 et x2 dans Z premiers entre eux tels que le vecteur colonne

x = t (x1, x2) véri�e Mx = x.

(d) Comme χM = (X − 1) (X + 1) est scindé à racines simples dans Q, la matrice M
est diagonalisable sur Q, semblable à S0. En particulier, il existe un vecteur y =(

y1
y2

)
∈ Q2 tel que My = y. Multipliant y par un entier λ judicieusement choisi,

le vecteur x = λy =

(
x1

x2

)
est dans Z2, encore valeur propre de M associé à la

valeur propre 1, avec x1, x2 premiers entre eux.

(e) Montrer que M est semblable sur Z à une matrice Sa avec a dans Z.

(f) Comme x1 ∧ x2 = 1, le théorème de Bézout nous dit qu'il existe

(
u
v

)
∈ Z2 tel que

ux1 + vx2 = 1. En notant P =

(
x1 −v
x2 u

)
dans M2 (Z) , on a det (P ) = 1, donc

P est inversible dans M2 (Z) et P−1MP =

(
1 a
0 −1

)
avec a ∈ Z, puisque P est

la matrice de passage de la base canonique de Q2 à la base (x, y) où y =

(
−v
u

)
et

Mx = x.

(g) Pour a et x dans Z, déterminer TxSaT
−1
x ; conclure que M est semblable sur Z à

l'une des deux matrices S0, S1.

(h) Pour (a, x) ∈ Z2, on a :

TxSaT
−1
x =

(
1 x
0 1

)(
1 a
0 −1

)(
1 −x
0 1

)
=

(
1 a− 2x
0 −1

)
= Sa−2x

Comme M est semblable sur Z à une matrice Sa avec a dans Z, on en déduit qu'elle
est aussi semblable sur Z à Sa−2x pour tout x ∈ Z. Si a est pair [resp. impair], on a
a = 2x [resp. a = 2x+ 1] avec x ∈ Z, et M est semblable à S0 [resp. à S1].

� B � Les ensembles EZ (X2 − δ)

Dans cette partie, on �xe un élément δ de Z∗ qui n'est pas le carré d'un entier et on considère
P = X2 − δ.

1.

(a) Véri�er que EZ (P ) est l'ensemble des matrices de la forme :(
a c
b −a

)
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où a, b, c sont dans Z et véri�ent : a2+ bc = δ. Si a et b sont deux entiers relatifs tels
que b divise δ − a2, véri�er que l'ensemble EZ (P ) contient une unique matrice de la
forme : (

a c
b −a

)
Cette matrice sera notée M(a,b) dans la suite.

(b) Si M =

(
a c
b d

)
∈ EZ (P ) , on a M ∈ M2 (Z) et :

χM (X) = X2 − tr (M)X + det (M) = X2 − δ

donc tr (M) = a + d = 0 et det (M) = ad− bc = −a2 − bc = −δ. La matrice M est
donc de la forme :

M =

(
a c
b −a

)
avec (a, b, c) ∈ Z3 tel que a2 + bc = δ.
Pour (a, b) ∈ Z2 tel que b divise δ − a2, on a δ − a2 = bc avec c ∈ Z uniquement

déterminé et M(a,b) =

(
a δ−a2

b

b −a

)
est l'unique élément de EZ (P ) .

(c) Soient a, b dans Z tels que b divise δ− a2, λ dans Z. Montrer que les matrices M(a,b),
M(a,−b), M(a+λb,b), M(

−a, δ−a2

b

) sont semblables sur Z.

(d) Pour P =

(
x z
y t

)
∈ GL2 (Z) , on a det (P ) = ε ∈ {−1, 1} , P−1 = ε

(
t −z
−y x

)
et :

P−1M(a,b)P = ε

(
t −z
−y x

)(
a δ−a2

b

b −a

)(
x z
y t

)

= ε

 x (at− bz) + y

(
az +

1

b
t (δ − a2)

)
z (at− bz) + t

(
az +

1

b
t (δ − a2)

)
x (−ay + bx) + y

(
−ax− 1

b
y (δ − a2)

)
z (−ay + bx) + t

(
−ax− 1

b
y (δ − a2)

)


Pour y = z = 0, cela donne :

P−1M(a,b)P = ε

(
axt

1

b
(δ − a2) t2

bx2 −axt

)
=

(
a

ε

b
(δ − a2)

bε −a

)

Prenant ε = −1 (i. e. x = ±1 et t = −x), on obtient :

P−1M(a,b)P =

(
a −1

b
(δ − a2)

−b −a

)
= M(a,−b)
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Pour y = 0, z = −λ, x = t = 1, cela donne :

P−1M(a,b)P =

(
a+ bλ −λ (a+ bλ)− aλ+

1

b
(δ − a2)

b −λb− a

)

=

(
a+ bλ −bλ2 − 2λa+

1

b
(δ − a2)

b −λb− a

)

=

(
a+ λb δ−(a+λb)2

b

b −a− λb

)
= M(a+λb,b)

Pour x = t = 0, cela donne :

P−1M(a,b)P = ε

(
ayz −bz2

−1

b
(δ − a2) y2 −ayz

)
=

(
−a −bε

−ε

b
(δ − a2) a

)
Prenant ε = −1 (i. e. y = ±1 et z = −y), on obtient :

P−1M(a,b)P =

(
−a b
δ−a2

b
a

)
= M(

−a, δ−a2

b

)
2. Soit M dans EZ (P ) . Puisque M(a,b) et M(a,−b) sont semblables sur Z, l'ensemble B des b

de N∗ tels qu'il existe une matrice M(a,b) semblable sur Z à M n'est pas vide ; on note
β (M) le plus petit élément de B.

(a) Montrer qu'il existe un entier a tel que |a| ≤ β (M)

2
et tel que M soit semblable sur

Z à M(a,β(M)).

(b) Soit a′ un entier tel que M(a′,β(M)) soit semblable sur Z à M. En e�ectuant la division
euclidienne de a′ par β (M) , il existe un unique couple d'entiers (q, r) tel que a′ =

qβ (M) + r et −β (M)

2
≤ r <

β (M)

2
. La matrice M(a′−qβ(M),β(M)) = M(r,β(M)) est

alors semblable sur Z à M(a′,β(M)), donc à M, avec |r| ≤ β (M)

2
.

(c) Comparer |δ − a2| et β (M)2 . En déduire que β (M) est majoré par
√
δ si δ > 0, par√

4 |δ|
3

si δ < 0.

(d) Pour tout b ∈ B, la matrice M(a,b) est semblable sur Z à M, donc aussi la matrice
M(

−a, δ−a2

b

) et la matrice M(
−a,

|δ−a2|
b

) d'après II.B1.b. Il en résulte que β (M) ≤

|δ − a2|
b

. En particulier, on a β (M) ≤ |δ − a2|
β (M)

, donc β (M)2 ≤ |δ − a2| .

Si δ < a2, on a alors :

β (M)2 ≤ a2 − δ ≤ β (M)2

4
− δ

donc δ < 0 et β (M) ≤
√

4 |δ|
3

.

Si δ > 0, on a alors nécessairement δ > a2 (sinon δ < 0 et δ n'est pas un carré) et :

β (M)2 ≤ δ − a2 ≤ δ

soit β (M) ≤
√
δ.
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(e) Montrer que EZ (P ) est réunion d'un nombre �ni de classes de similitude entière.

(f) Ce qui précède nous dit que toute matrice M ∈ EZ (P ) est semblable sur Z à une

matrice M (a, b) avec b = β (M) compris entre 1 et max

(
√
δ,

√
4 |δ|
3

)
et |a| ≤

β (M)

2
≤ max

(
√
δ,

√
4 |δ|
3

)
. L'ensemble de ces matrices étant �ni, il n'y a qu'un

nombre �ni de classes de similitude entière.

� C � Diagonalisabilité et réduction modulo p

Soient p un nombre premier, Fp une clôture algébrique su corps Fp dé�ni en II.A.2. ℓ dans
N∗. Pour P dans Z [X] , on note P l'élément de Fp [X] obtenu en réduisant P modulo P. Si M
est dans Mℓ (Z) , on note M la matrice de Mℓ (Fp) obtenue en réduisant M modulo p.

1. Soit P dans Z [X] non constant dont les racines dans C sont simples.

(a) Montrer qu'il existe d dans N∗, S et T dans Z [X] tels que :

SP + TP ′ = d

(b) Comme toutes les racines complexes de P sont simples, les polynômes P et P ′ sont
premiers entre eux dans Q [X] et le théorème de Bézout nous dit qu'il existe U, V
dans Q [X] tels que UP + V P ′ = 1. Désignant par d un entier naturel non nul tel
que S = dU et T = dV soient dans Z [X] , on a SP + TP ′ = d.

(c) Si p ne divise pas d, montrer que les racines de P dans Fp sont simples.

(d) Si α ∈ Fp est une racine de P, on a T (α)P
′
(α) = d ̸= 0 si p ne divise pas d, donc

P
′
(α) ̸= 0 et α est racine simple de P.

2. Soit M dans Mℓ (Z) diagonalisable sur C.

(a) Montrer qu'il existe un élément P de Z [X] unitaire, dont les racines complexes sont
toutes simples et tel que P (M) = 0.

(b) Soient χM ∈ Z [X] le polynôme caractéristique de M et χM =
r∏

k=1

(X − λk)
mk sa dé-

composition en facteurs irréductibles dans C [X] , les λk étant deux à deux distincts.
Le pgcd de χM et χ′

M est :

∆ =
r∏

k=1

(X − λk)
mk−1 ∈ Q [X]

(le pgcd est le même dans Q [X] et C [X]) et, pour M diagonalisable, le polynôme
minimal de M est :

πM =
r∏

k=1

(X − λk) =
χM

∆
∈ Q [X]

On a donc χM = ∆ · πM avec χM et ∆ unitaires dans Q [X] , χM ∈ Z [X] et πM

divise χM dans Q [X] , ce qui implique que πM ∈ Z [X] d'après I.B.3. Ce polynôme
P = πM convient.
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(c) Montrer qu'il existe un entier dM tel que si p ne divise pas dM alors M est diagona-
lisable sur Fp.

(d) Le polynôme πM étant non constant dans Z [X] à racines complexes simples, on
déduit de II.C.1. que pour tout d ∈ N∗ non multiple de p, les racines de πM dans
Fp sont simples. Ce polynôme πM ∈ Fp [X] étant annulateur de M, on en déduit que
M est diagonalisable sur Fp.

� D � Un résultat de non �nitude

Soit P un élément de Un (Z) dont les racines dans C ne sont pas toutes simples.

1. Montrer qu'il existe ℓ dans N∗, m dans N, Q dans Uℓ (Z) , R dans Um (Z) tels que P = Q2R.

Grâce à I.B.4. on dispose de A dans DZ (Q) et, si m > 0, de B dans DZ (R) .
Si p est un nombre premier, soit Ep la matrice : A pIℓ 0

0 A 0
0 0 B

 si m > 0,

(
A pIℓ
0 A

)
si m = 0

2. Dans l'anneau factoriel Q [X] , on a la décomposition de P ∈ Un (Z) en facteurs irréduc-

tibles unitaires, P =
r∏

k=1

Pmk
k . De I.B.3. on déduit que les Pk sont dans Z [X] et de I.B.2.

qu'ils sont à racines complexes simples. Les mk ne peuvent être tous égaux à 1, sinon
toutes les racines de P sont simples (pour j ̸= k, on a Pk ∧ Pj = 1 dans Q [X] et C [X] ,
donc les racines complexes de Pk sont distinctes de celles de Pj). Il existe donc un indice j

tel que mj ≥ 2 et posant Q = Pj ∈ Uℓ (Z) , avec 1 ≤ ℓ ≤ r, R = P
mj−2
j

r∏
k=1
k ̸=j

Pmk
k ∈ Um (Z)

avec m+ 2ℓ = r, on a P = Q2R.

3. Les entiers dA et dB (si m > 0) sont ceux dé�nis en II.C. Soient p et q deux nombres
premiers distincts tels que p ne divise ni dA, ni ℓ, ni dB si m > 0. Montrer que Ep et Eq

ne sont pas semblables sur Z.
4. Comme p ne divise ni dA, ni dB, les matrices A et B sont diagonalisable sur Fp d'après

II.C.2. Comme :

Ep =

 A 0 0
0 A 0
0 0 B

 si m > 0,

(
A 0
0 A

)
si m = 0

on déduit de I.A.3. que Ep est aussi diagonalisable sur Fp.
Soit q un nombre premier distinct de p. Si Eq est diagonalisable sur Fp il en est de même

de

(
A qIℓ
0 A

)
et I.C.4. nous dit que qIℓ doit être de la forme AY −Y A, ce qui entraîne

Tr
(
qIℓ
)
= ℓq = Tr

(
AY − Y A

)
= 0 dans Fp et est en contradiction avec l'hypothèse, p

ne divise pas ℓ.
On en déduit que les matrices Ep et Eq ne peuvent être semblables sur Fp, donc elles ne
peuvent être semblables sur Fp et les matrices Ep et Eq ne peuvent être semblables sur Z.
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5. Conclure que EZ (P ) n'est pas réunion d'un nombre �ni de classes de similitude entière.

6. On a une in�nité de nombres premiers p ne ne divisant ni dA, ni ℓ, ni dB et pour de
tels entiers p ̸= q, on a Ep, Eq dans EZ (P ) non semblables sur Z. Donc EZ (P ) n'est pas
réunion d'un nombre �ni de classes de similitude entière.

� III � Un théorème de �nitude

Si (Γ,+) est un groupe abélien et r un élément de N∗, on dit que la famille (ei)1≤i≤r d'éléments
de Γ est une Z-base de Γ si, et seulement si, tout élément de Γ s'écrit de façon unique λ1e1 +
· · ·+ λrer avec (λ1, · · · , λr) dans Zr.

Si Γ admet une Z-base �nie, on dit que Γ est un groupe abélien libre de type �ni ou, en
abrégé, un g.a.l.t.f. On sait alors qu'alors toutes les Z-bases de Γ ont même cardinal ; ce cardinal
commun est appelé rang de Γ. par exemple, (Zr,+) est un g.a.l.t.f. de rang r (et tout g.a.l.t.f.
de rang r est isomorphe à Zr).

On pourra admettre et utiliser le résultat suivant.
Soient (Γ,+) un g.a.l.t.f. de rang r, Γ′ un sous-groupe non nul de Γ. Alors il existe une

Z-base (ei)1≤i≤r de Γ, un entier naturel non nul s ≤ r et des éléments d1, · · · , ds de N∗ tels que
(diei)1≤i≤s soit une une Z-base de Γ′. En particulier, Γ′ est un g.a.l.t.f. de rang ≤ r.

� A � Groupes abéliens libres de type �ni

1. Soient Γ un g.a.l.t.f. de rang n, (ei)1≤i≤n une Z-base de Γ, (fj)1≤j≤n une famille d'éléments
de Γ. Si 1 ≤ j ≤ n, on écrit :

fj =
n∑

i=1

pi,jei

où la matrice P = (pi,j)1≤i,j est dans Mn (Z) . Montrer que (fj)1≤j≤n est une Z-base de
Γ si, et seulement si, P appartient à GLn (Z) .

2. Dire que (fj)1≤j≤n est une Z-base de Γ équivaut à dire que pour tout g =
n∑

i=1

µiei ∈ Γ, il

existe un unique λ = (λj)1≤j≤n ∈ Zn tel que :

g =
n∑

j=1

λjfj =
n∑

j=1

λj

(
n∑

i=1

pi,jei

)
=

n∑
i=1

(
n∑

j=1

pi,jλj

)
ei

ce qui équivaut à dire que pour tout µ = (µi)1≤i≤n ∈ Zn, il existe un unique λ =
(λj)1≤j≤n ∈ Zn tel que :

µi =
n∑

j=1

pi,jλj (1 ≤ i ≤ n)

ce qui est encore équivalent à dire que le morphisme de groupes λ 7→ µ dé�ni par les
relations précédentes est bijectif et se traduit par la condition P ∈ GLn (Z) .

3. Soient (Γ,+) un g.a.l.t.f. et Γ′ un sous-groupe de Γ. Montrer que le groupe quotient Γ/Γ′

est �ni si, et seulement si, Γ et Γ′ ont même rang.
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4. Soient (ei)1≤i≤r une Z-base de Γ et (di)1≤i≤s dans (N∗)s avec 1 ≤ s ≤ r tels que (diei)1≤i≤s

soit une une Z-base de Γ′. Le morphisme de groupes :

φ : Γ →
s∏

k=1

Z
dkZ

× Zr−s

g =
r∑

i=1

λiei 7→ (λ1 + d1Z, · · · , λs + dsZ, λs+1, · · · , λr)

est surjectif de noyau Γ′, il induit donc un isomorphisme :

φ : Γ/Γ′ →
s∏

k=1

Z
dkZ

× Zr−s

g =
r∑

i=1

λiei + Γ′ 7→ (λ1 + d1Z, · · · , λs + dsZ, λs+1, · · · , λr)

Il en résulte que Γ/Γ′ est �ni si, et seulement si, r = s, ce qui revient à dire que Γ et Γ′

ont même rang.

5. Soient R un anneau commutatif intègre dont le groupe additif est un g.a.l.t.f. et I un
idéal non nul de R.

(a) Montrer que l'anneau quotient R/I est �ni.

(b) L'idéal I étant en particulier un sous-groupe additif de R, c'est un g.a.l.t.f. de rang
s ≤ r = rg (R) .
Si (ei)1≤i≤r est une Z-base de R, comme I est un idéal, pour tout d ∈ R∗, la famille
(dei)1≤i≤r engendre un sous-groupe R′ de R contenu dans I.

Pour λ = (λi)1≤i≤r ∈ Zr l'égalité
r∑

i=1

λidei = 0 équivaut à d

(
r∑

i=1

λiei

)
= 0, soit à

r∑
i=1

λiei puisque d ̸= 0 et R est intègre et cette dernière égalité équivaut à la nullité

de tous les λi puisque (ei)1≤i≤r est une Z-base de R. En dé�nitive, (dei)1≤i≤r est une
Z-base de R′ qui est donc de rang r. Comme R′ ⊂ I ⊂ R, on en déduit que le rang
de I est aussi égal à r. La question précédente nous dit alors que l'anneau quotient
R/I est �ni.

(c) Montrer que l'ensemble des idéaux de R contenant I est �ni.

(d) La surjection canonique π : R → R/I induit une bijection entre les idéaux de R qui
contiennent I et les idéaux de R/I, donc cet ensemble est �ni.

6. Soient m et n dans N∗ avec m ≤ n, V un sous-espace de dimension m de Qn. Montrer
qu'il existe une Z-base (ei)1≤i≤n de Zn telle que (ei)1≤i≤m soit une Q-base de V.

7. Comme V ∩ Zn est un sous groupe de Zn, il existe une Z-base (ei)1≤i≤n de Zn, un entier
naturel non nul m ≤ n et des éléments d1, · · · , dm de N∗ tels que (diei)1≤i≤m soit une une
Z-base de V ∩ Zn. Comme V est un Q-sous-espace vectoriel de Qn, pour tout x ∈ V, on
peut trouver un entier naturel non nul d tel que dx ∈ V ∩ Zn et en conséquence, il existe

des entiers λ1, · · · , λm tels que dx =
m∑
i=1

λidiei et x =
m∑
i=1

λidi
d

ei, les
λidi
d

étant dans Q.
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La famille (ei)1≤i≤m est donc génératrice pour V et comme cette famille est Q-libre, c'est
une base de V.
La dimension de V est donc égale au rang du groupe V ∩ Zn.

Dans les parties III.B. et III.C. P est un élément de Un (Z) irréductible sur Q, α une
racine de P dans C, Q [α] la Q-sous-algèbre de C engendrée par α, c'est-à-dire le sous-espace
du Q-espace vectoriel C dont (αi)0≤i≤n−1 est une base. On rappelle que Q [α] est un-sous-corps
de C. Si l'élément z de Q [α] s'écrit x0 + x1α + · · · + xn−1α

n−1 où (x0, · · · , xn−1) est dans Qn,
on pose :

N (x) = max
0≤i≤n−1

|xi|

On note Z [α] le sous-anneau de Q [α] :

Z [α] =

{
n−1∑
i=0

xiα
i, (x0, · · · , xn−1) ∈ Zn

}

On véri�e que Q [α] est le corps des fractions de Z [α] ; la justi�cation n'est pas demandée.
Si P est une partie non vide de Q [α] et a un élément de Q [α] , on note aP l'ensemble :

{ax, x ∈ P}

On note I l'ensemble des idéaux non nuls de Z [α] .

� B � Classes d'idéaux

1. Montrer qu'il existe C > 0 tel que :

∀ (x, y) ∈ Q [α]2 , N (xy) ≤ CN (x)N (y)

2. Pour x =
n−1∑
i=0

xiα
i et y =

n−1∑
j=0

yjα
j dans Q [α] , on a :

N (xy) = N

( ∑
0≤i,j≤n−1

xiyjα
i+j

)
≤

∑
0≤i,j≤n−1

N
(
xiyjα

i+j
)

≤
∑

0≤i,j≤n−1

|xiyj| N
(
αi+j

)
puisque N (λx+ y) ≤ |λ| N (x) + N (y) pour tous x, y dans Q [α] et tout λ dans Q et
αk ∈ Q [α] pour tout entier naturel k.
Et avec |xiyj| ≤ N (x)N (y) pour tous i, j, on en déduit que :

N (xy) ≤

( ∑
0≤i,j≤n−1

N
(
αi+j

))
N (x)N (y) = CN (x)N (y)
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3. Si y est dans Q [α] et M dans N∗, montrer qu'il existe m dans {1, · · · ,Mm} et α dans
Z [α] tels que :

N (my − a) ≤ 1

M

Indication : Posant y = y0 + y1α+ · · ·+ yn−1α
n−1 avec (y0, · · · , yn−1) dans Qn, on pourra

considérer, pour 0 ≤ j ≤ Mn :

uj =
n−1∑
i=0

(jyi − [jyi])α
i

où [x] désigne, pour x dans R, la partie entière de x.

4. Pour 0 ≤ j ≤ Mn et 1 ≤ m ≤ Mn, on a :

um+j − uj =
n−1∑
i=0

(myi − ([jyi]− [(m+ j) yi]))α
i

= m

n−1∑
i=0

yiα
i −

n−1∑
i=0

([jyi]− [(m+ j) yi])α
i

= my − a

avec a =
n−1∑
i=0

([jyi]− [(m+ j) yi])α
i ∈ Z [α] .

Pour tout i compris entre 0 et n− 1, on a 0 ≤ jyi − [jyi] < 1 et en utilisant la partition

[0, 1[ =

[
0,

1

M

[
∪
[
1

M
,
2

M

[
∪· · ·∪

[
M − 1

M
, 1

[
, on a un entier ki compris entre 0 et M −1

tel que jyi − [jyi] ∈
[
ki
M

,
ki + 1

M

[
. Les Mn + 1 éléments uj sont donc dans l'un des Mn

pavés
n∏

i=1

[
ki
M

,
ki + 1

M

[
, il existe donc deux entiers 0 ≤ j < k = m + j ≤ Mn tels que uj

et um+j soient dans le même pavé, ce qui nous donne :

N (my − a) = N (my − a) = N (um+j − uj) ≤
1

M

5. On dé�nit la relation ∼ sur I en convenant que I1 ∼ I2 si, et seulement si, il existe a
et b dans Z [α] \ {0} tels que aI1 = bI2, c'est-à-dire s'il existe x dans Q [α] \ {0} tel que
I2 = xI1. Il est clair que ∼ est une relation d'équivalence sur I. On se propose de montrer
que le nombre de classes de cette relation est �ni.
On �xe I dans I, z dans I \{0} tel que N (z) soit minimal (ce qui est possible car l'image
d'un élément non nul de Z [α] par N appartient à N∗).
Soient également M un entier strictement supérieur à C et ℓ le ppcm des éléments de N∗

inférieurs ou égaux à Mn.

(a) Soit x dans I. En appliquant la question 2. à y =
x

z
montrer que :

ℓI ⊂ zZ [α]
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(b) Pour tous x ∈ I ⊂ Z [α] et z ∈ I \ {0} , on a y =
x

z
∈ Q [α] . Pour tout M ∈ N∗, il

existe m ∈ {1, · · · ,Mm} et α ∈ Z [α] tels que :

N (my − a) ≤ 1

M

ce qui nous donne :

N (mx− az) = N ((my − a) z) ≤ CN (my − a)N (z)

≤ C

M
N (z)

et choisissant M > C, cela donne N (mx− az) < N (z) .
Comme x, z sont dans l'idéal I et a dans Z [α] , on a mx − az ∈ I et choisissant z
tel que N (z) = inf

t∈I\{0}
N (t) , on a nécessairement mx− az = 0, ce qui nous donne,

pour ℓ = ppcm {1, · · · ,Mm} , ℓx =
ℓ

m
az ∈ zZ [α] (m ∈ {1, · · · ,Mm} divise ℓ).

On a donc ainsi montré que ℓI ⊂ zZ [α] .

(c) Véri�er que J =
ℓ

z
I est un idéal de Z [α] contenant ℓ · Z [α] et conclure.

(d) La question précédente nous dit que, pour tout idéal non nul I de Z [α] , l'ensemble

J =
z

ℓ
I est contenu dans Z [α] . De plus, il est clair que J est un idéal non nul de

Z [α] et il est équivalent à I (
z

ℓ
∈ Q [α] \ {0}).

On a ℓ =
z

ℓ
ℓ ∈ J, donc ℓ · Z [α] ⊂ J.

En dé�nitive, on a montré que tout idéal de Z [α] est équivalent à un idéal de de
Z [α] qui contient un idéal donné non nul, à savoir ℓ · Z [α] . En III.A.3.b. on a vu
qu'il n'y a qu'un nombre �ni de tels idéaux, ce qui nous dit que le nombre de classes
d'équivalences, pour la relation ∼ sur I, est �ni.

� C � Classes de similitudes et classes d'idéaux

1. Soient M dans EZ (P ) , XM l'ensemble des éléments x = (x1, · · · , xn) non nuls de Z [α]n

tels que le vecteur colonne tx soit vecteur propre de M associé à α.

(a) Montrer que XM n'est pas vide, que si x et y sont dans XM , il existe a et b dans
Z [α] \ {0} tels que ax = by.

(b) Si M ∈ EZ (P ) , on a alors M ∈ Mn (Z) et χM = P, donc α qui est racine complexe
de P, est valeur propre de M dans le corps Q [α] , il existe donc y = (y1, · · · , yn) dans
Q [α]n \{0} tel que ty M soit vecteur propre de M associé à α et pour un entier non
nul r bien choisi, l'élément x = ry ∈ Z [α]n \ {0} est tel que tx soit vecteur propre
de M associé à α. Donc XM n'est pas vide.
Comme le polynôme χM = P est irréductible dans Q [X] , cette racine α ∈ Q [α]
est simple (conséquence du théorème de Bézout comme en I.B.2.) et le sous espace
propre associé dans Q [α]n est de dimension 1. Il en résulte que deux éléments x, y
de XM \ {0} sont nécessairement Q [α]-colinéaires, ce qui revient à dire qu'il existe
a et b dans Z [α] \ {0} tels que ax = by.
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(c) Si x = (x1, · · · , xn) est dans XM , soit (x) le sous-groupe de (Z [α] ,+) engendré par
x1, · · · , xn. Montrer que (x) est un idéal de Z [α] , que (x1, · · · , xn) en est une Z-base,
que si y est dans XM , alors (x) ∼ (y) .

On notera j l'application de EZ (P ) dans l'ensemble quotient I/ ∼ qui à M associe
la classe de (x) pour ∼ .

(d) On sait déjà que (x) est un sous-groupe de (Z [α] ,+) . Comme M tx = α tx, on a

αxi =
n∑

j=1

mijxj ∈ (x) pour tout j compris entre 1 et n, puisque M ∈ Mn (Z) . Il en

résulte que αkxi ∈ (x) pour tout entier naturel k et tout i, donc axi ∈ (x) pour tout
a ∈ Z [α] et tout i compris entre 1 et n. Donc (x) est un idéal de Z [α] .
De manière analogue, on voit que le Q-sous-espace vectoriel Vect (x) de Q [α] en-
gendré par x1, · · · , xn est un idéal non réduit à {0} de Q [α] et comme Q [α] est
un corps, on a nécessairement Vect (x) = Q [α] . Il en résulte que dimQ (Vect (x)) =
dimQ (Q [α]) = n et la famille (x1, · · · , xn) est Q-libre, donc Z-libre et c'est une Z-
base de (x) .
On a vu en a. que tout y ∈ XM s'écrit y = λx avec λ ∈ Q [α]\{0} , donc (y) = λ (x)
et (x) ∼ (y) .

2.

(a) Montrer que l'application j est surjective.

(b) Soit I ∈ I, comme Z [α] est de rang n, on déduit de III.A.3.b. que l'anneau quotient
Z [α] /I est �ni et I est de rang n d'après III.A.2. En désignant par x = (xi)1≤i≤n

une Z-base de I, il existe des entiers mij tels que, pour tout i compris entre 1 et

n, on ait αxi =
n∑

j=1

mijxj (on a αxi ∈ I puisque I est un idéal de Z [α]), ce qui se

traduit par M tx = α tx avec M = ((mij))1s<i,jS<n ∈ Mn (Z) . En conséquence,
α est racine dans Q [α] du polynôme caractéristique χM . Comme P ∈ Q [X] est le
polynôme minimal de α, il va diviser χM et nécessairement P = χM puisque ces
polynômes sont de même degré et unitaires. En dé�nitive, M ∈ EZ (P ) et j (M) est
la classe de (x) .

(c) Soient M et M ′ dans EZ (P ) . Montrer que M et M ′ sont semblables sur Z si, et
seulement si, j (M) = j (M ′) .

(d) Si M et M ′ sont semblables sur Z, il existe alors Q ∈ GLn (Z) telle que M ′ =
Q−1MQ. Pour tout x′ ∈ XM ′ , en notant tx = Q tx′, on a :

M tx = QM ′Q−1 tx = QM ′ tx′ = αQ tx′ = α tx

et x ∈ XM , donc (x) ∼ (x′) et j (M) = j (M ′) .
Si j (M) = j (M ′) , il existe alors x ∈ XM et x′ ∈ XM ′ tels que (x) ∼ (x′) , ce
qui signi�e qu'il existe a, b dans Z [α] \ {0} tels que a (x) = b (x′) . Les familles
y = ax ∈ XM et y′ = bx′ ∈ XM ′ sont deux Z-bases du même g.a.l.t.f. a (x) = b (x′) ,
donc il existe Q ∈ GLn (Z) telle que ty = Q ty′ (question III.A.1.). En notant
M ′′ = Q−1MQ, on a :

M ′′ ty′ = Q−1MQQ−1 ty = Q−1M ty = Q−1α ty = α ty′ = M ′ ty′
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Il en résulte que M ′ = M ′′ puisque la matrice M ′ ∈ Mn (Z) telle que α ty′ = M ′ ty′

est uniquement déterminée par le fait que y′ est une Z-base de (y′) et les αy′i sont
dans (y′) pour tout i compris entre 1 et n. Les matricesM etM ′ sont donc semblables
sur Z.

� D � Finitude de l'ensemble DZ (P )

On se propose d'établir que, pour tout polynôme unitaire non constant P de Z [X] , l'en-
semble DZ (P ) est réunion �nie de classes de similitude entière. On raisonne par récurrence sur
le degré de P. Le cas où ce degré est 1 est évident, on suppose n ≥ 2 et le résultat prouvé pour
tout P de degré majoré par n− 1.

On �xe désormais P dans Un (Z) . Si P est irréductible sur Q, on a vu à la �n de III.C. que
EZ (P ) est réunion �nie de classes de similitude entière. On suppose donc P réductible sur Q,
et on se donne un diviseur irréductible Q de P dans Q [X] unitaire non constant, dont on note
m le degré. D'après la question I.B.3. Q P/Q sont respectivement dans Um (Z) et Un−m (Z) .
On dispose donc (récurrence) de r et s dans N∗, de r éléments A1, · · · , Ar de DZ (Q) [resp. de
de s éléments A′

1, · · · , A′
s de DZ (P/Q)] tels que tout élément de DZ (Q) [resp. de DZ (P/Q)]

soit semblable sur Z à un et un seul Ai [resp. A
′
j].

Soit M dans DZ (P ) .

1. Montrer que M est semblable sur Z à une matrice de la forme :(
Ai B
0 A′

j

)
avec 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, B ∈ Mm,n−m (Z) .

2. On identi�e M à l'endomorphisme de Qn qu'il dé�nit dans la base canonique.
On a χM = P = QR avec Q ∈ Um (Z) irréductible et R ∈ Un−m (Z) , donc le polynôme
minimal de M est de la forme πM = QS avec R ∈ Up (Z) (χM et πM ont les mêmes
facteurs irréductibles dans Q [X]). On a donc S (M) ̸= 0 et pour tout vecteur non nul x
dans Im (S (M)) , on a Q (M) (x) = 0.
Le sous espace vectoriel deQn, V = Vect

{
Mk (x) | k ∈ N

}
, est stable parM et il est de di-

mension m avec pour base
(
Mk (x)

)
0≤k≤m−1

puisque Q est le polynôme minimal de x rela-

tivement àM (i.e. le générateur unitaire dansQ [X] de l'idéal {φ ∈ Q [X] | φ (M) (x) = 0}).
Le polynôme Q est donc le polynôme minimal et le polynôme caractéristique de la res-
triction de M à V. En utilisant le résultat de III.A.4. on déduit qu'il existe une Z-base
(ei)1≤i≤n de Zn telle que B = (ei)1≤i≤m soit une Q-base de V.
En notant A ∈ GLn (Z) la matrice de passage de la base canonique de Qn à la Z-base B,
la matrice M est semblable à :

M ′ = A−1MA =

(
B C
0 D

)
avec B,C,D dans M (Z) , la matrice B ∈ Mm (Z) ayant Q comme polynôme caractéris-

tique. Le polynôme caractéristique D est alors
P

Q
. De I.C.4. on déduit que B ∈ DZ (Q) ,

D ∈ DZ (P/Q) et l'hypothèse de récurrence nous dit qu'il existe une matrice Ai de DZ (Q)
semblable sur Z à B et une matrice A′

j de DZ (P/Q) semblable sur Z à B. Il en résulte

qu'il existe une matrice B′ ∈ M (Z) telle que M soit semblable sur Z à

(
Ai B′

0 A′
j

)
.
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3. Montrer que :

Γ = Mm,n−m (Z) ∩
{
AiX −XA′

j | X ∈ Mm,n−m (Q)
}

et Γ′ =
{
AiX −XA′

j | X ∈ Mm,n−m (Z)
}

sont deux g.a.l.t.f. de même rang.

4. Soit φij l'application Q-linéaire :

φij : Mm,n−m (Q) → Mm,n−m (Q)
X 7→ AiX −XA′

j

On a Γ = Mm,n−m (Z) ∩ Im (φij) et Γ
′ = φ (Mm,n−m (Z)) , donc Γ et Γ′ sont des g.a.l.t.f.

comme sous-groupes du g.a.l.t.f. Mm,n−m (Z) . Ces deux ensembles étant Q-générateurs
du Q-sous-espace vectoriel Im (φij) de Mm,n−m (Q) , ils sont de même rang.

5. Conclure que DZ (P ) est réunion �nie de classes de similitude entière.

6. Toute matrice M ∈ DZ (P ) est semblable sur Z à une matrice de la forme :(
Ai B
0 A′

j

)
avec 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, B ∈ Mm,n−m (Z) et I.C.4. nous dit que B ∈ Γ = Mm,n−m (Z)∩
Im (φij) .
Comme Γ est un sous-groupe de Γ′ et ce sont des g.a.l.t.f. de même rang, l'ensemble

quotient Γ/Γ′ est �ni d'après III.A.2. soit Γ/Γ′ =
{
B

(i,j)
1 , · · · , B(i,j)

rij

}
. Avec :

(
Im B
0 In−m

)−1(
Ai B
0 A′

j

)(
Im B
0 In−m

)
=

(
Ai B + φij (X)
0 A′

j

)
on déduit que toute matrice M ∈ DZ (P ) est semblable sur Z à une matrice de la forme :(

Ai B
(i,j)
k

0 A′
j

)
Comme ces matrices sont en nombre �ni, il en résulte que DZ (P ) est réunion �nie de
classes de similitude entière.
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