Notations et définitions

Selon 'usage, les corps sont supposés commutatifs. Dans tout le probléme, n est un élément
de N*, K est un corps.

Si A est un sous-anneau d’un corps, si p et ¢ sont des éléments de N*, on note M, , (A)
I'ensemble des matrices a p lignes et ¢ colonnes a coefficients dans A. On abrége M, , (A)
en M, (A); la matrice identité de M, (A) est notée I,. Le groupe des inversibles de 'anneau
M, (A) est noté GL, (A). Pour m dans N, on note U,, (A) 'ensemble des polynomes unitaires
de A [X].

Deux matrices M et N de M, (A) sont dites semblables sur A si, et seulement si, il existe
P dans GL, (A) telle que :

N =PMP™!

La relation de similitude sur M,, (A) est une relation d’équivalence. Les classes de cette
relation sont appelées classes de similitude sur A; pour A = Z, on les appellera également
classes de similitude entiére.

Pour M dans M, (K), soit xs le polynome caractéristique (unitaire) de M :

xu (X) =det (X1, — M)

Pour P dans U, (K), soit &k (P) 'ensemble des matrices M de M,, (K) telles que xa = P.
Puisque deux matrices semblables dans M, (K) ont méme polynoéme caractéristique, Ex (P)
est une réunion de classes de similitude sur K.

Il est clair que si M est dans M,, (Z), xa est dans U, (Z). Si P est dans U, (Z), on note
&z (P) ensemble des matrices M de M,, (Z) telles que xas = P ; cet ensemble est une réunion de
classes de similitude entiére. On note Dz (P) 'ensemble des matrices de £z (P) diagonalisables
sur C.

Si P est le polynome X" —a, ;X" ' —-.. —a; X — ag de K[X], on note C (P) la matrice
compagnon de P, ¢’est-a-dire :

0 DEEY O a/o
C(P)= 1 O a_l sin>2et (ag) sin=1
O DY 1 apil

— I — Préliminaires

— A — Matrices a coefficients dans K

a
0

(b) Sia # c et b quelconque dans K, la matrice M est alors triangulaire supérieure dans
M, (K) avec deux valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.
Si a = ¢, elle est diagonalisable si, et seulement si, b = 0. En effet, pour b = 0, elle
est diagonale et pour b # 0, a est valeur propre double de M et I’équation M X = X
équivaut a by = 0, soit & y = 0. L’espace propre associé a I'unique valeur propre a
1

de M est donc la droite D = R ( 0 ) et M n’est pas diagonalisable.

(a) Pour quels (a,b,c) de K?, la matrice M = ( g ) est-elle diagonalisable sur K7
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(c)

(d)

Trouver deux matrices de M (K) non semblables sur K et ayant méme polynome
caractéristique.

a b
0 a)etN—algontle

méme polynome caractéristique, xas (X) = (X —a)® et ne peuvent étre semblables
puisque N est diagonalisable et M ne l'est pas (ou bien le polynéme minimal de M
est (X —a)” et celui de N, X — a).

Soient M et M’ deux éléments de M, (K) diagonalisables sur K et telles que xp =
Xar- Montrer que M et M’ sont semblables sur K.

Pour a,b dans K, avec b # 0, les matrices M = (

Une matrice M € M,, (K) diagonalisable a un polynéme caractéristique scindé,
p

xu (X) = H (X — Xp)®, ot les A\ sont deux a deux distincts dans K et les . sont

k=1
p

des entiers naturels non nuls, le polynéme minimal étant 7y, (X) = H (X — ).
k=1
L’égalité xpr = xmr avec M, M’ diagonalisables sur K, nous dit alors que my; = my,

ces deux polyndomes étant scindés & racines simples. Il en résulte que M et M’ sont
diagonalisables avec les mémes valeurs propres, elles sont donc semblables a une
méme matrice diagonale et conséquence semblables entre elles.

2. Soit P dans U, (K).

()
(b)

b. bis
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Montrer que xcpy = P.

En notant P, .... o, ;) (X) = det (XI,, — C (P)) le polynome caractéristique de C' (P)
et en le développant par rapport a la premiére ligne, on a :

X .. 0 —ay
-1 . —a
Plagrmany X)=| o =X Py an ) (X) —ag
: - X :
0 - -1 X—a,

n—1
et par récurrence Py ... o, ) (X) = X? — Y @, X" = P (X).
k=0

On peut en fait vérifier que P est le polyndéme caractéristique et aussi le polyndome
minimal de C'(P).

KX
On désigne par F l'espace vectoriel quotient (J[D)]’ ou (P) = K[X] - P est I'idéal
engendré par P et u € L (E) est défini par :
VA€ E, u(A) =XA

i. Par division euclidienne, tout polynome A € K[X] s’écrit A = PQ+ R avec R €

n—1
K, 1[X]et P=R= Zakﬁ, donc (ﬁ) est une famille génératrice
— 0<k<n—1
de F.
n—1 L n—1
Dire que Zaka = 0 dans FE équivaut a dire que R = Zaka est multiple
k=0 k=0



de P, donc nul & cause des degré, ce qui revient a dire que tous les oy sont nuls.
La famille B = (ﬁ) est donc une base de E et dim (E) =n = deg (P).

0<k<n—1
On notons e, = X*~1 pour k compris entre 1 et n.

ii. Avec u(ex) =u (Xk—1> = Xk = eprrpour 1 <k<n-—1et:

(qui résulte de P = 0), on voit que C (P) est la matrice de u dans la base B.

iii. On a e, =u*"1(e;) pour 1 <k <met:

(u” — Z akluk1> (61) =0

<u” — Z ak_luk_1> (ej) = ™! ((u” — Z ak_luk_1> (61)> =0

pour 1 < j < n, ce qui signifie que v est annulé par P. Le polyndome minimal
Top) = ™, divise donc P. Si 7, est de degré p < n, u” est alors combinai-
son linéaire de Id,u,--- ,uP~t, donc e,;1 = uP (e1) est combinaison linéaire de
€1,€2,** ,€p, ce qui n’est pas. On a donc p = n et m¢p) = m, = P.

iv. Le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit m¢(py est unitaire de degré n divisant
le polynéme caractéristique lui aussi unitaire de degré n, donc ces polynomes
sont, égaux.

En définitive, xcp) = mop) = P.

(c) Si A est dans K, montrer que le rang de C' (P) — A\, est supérieur ou égal a n — 1.

(d) Pourn>2, on a:
O1n-1 @0
C(P) = ’
( ) ( ]n—l ﬁ)

ou 0y ,,—1 est le vecteur nul de M, (K) et 8 € M,,_11 (K), donc pour tout A € K :

cw == (7% &)

ou Q) = (_)\,01,n72) S Ml,nfl (K), 5)\ S Mnfl’l (K) et Tn,1 ()\) S Mnfl (K) est
triangulaire supérieure avec la diagonale formée de 1. On a donc det (T,,_; (N)) =
1 # 0 et la matrice C' (P) est de rang au moins égal a n — 1. Précisément, ce rang
est n — 1 si A est valeur propre de C' (P) et n sinon.

Pour n =1, C(P) — M = (ap — A) est de rang 0 ou 1.

(e) Montrer 1’équivalence entre les trois assertions suivantes :

i. le polynéme P est scindé sur K a racines simples;
ii. toutes les matrices de &k (P) sont diagonalisables sur K;
iii. C'(P) est diagonalisable sur K.

page iii



(f)
(1) = (4i) Si P est scindé sur K a racines simples, il en est de méme de x5 = P pour toute
matrice M € & (P) et M est diagonalisable sur K.

(17) = (dit) Si toutes les matrices de Ek (P) sont diagonalisables sur K, la matrice C' (P) qui
est dans &k (P) (puisque xc(py = P) est diagonalisable.

(iti) = (i) Si C (P) est diagonalisable, son polynéme caractéristique xco(py = P est scindé
sur K. Si A € K est une valeur propre de C (P), le rang de C' (P) — \I,, vaut
n — 1, donc I'espace propre associé est de dimension 1. Les valeurs propres de
C (P) sont donc toutes simples. En définitive P = x¢(p) est scindé sur K a
racines simples.

3. Soient r et s dans N*, A dans M, (K), A" dans M, (K), M = ( Ig 12,
Montrer que M est diagonalisable sur K si, et seulement si, A et A’ sont diagonalisables
sur K.

4. Si M est diagonalisable sur K, son polynéme minimal 7y, est scindé sur K a racines

simples et avec :
T (A 0
=m0 ="y )

on déduit que A et A’ sont annulées par un polynéme scindé sur K a racines simples, elles

sont donc diagonalisables.

Réciproquement si A, A’ sont diagonalisables sur K, il existe alors P € GL,(K), Q €
P

GL, (K) telles que P~'AP et Q ' A’Q soient diagonales. La matrice R = ( 0 22 ) est

alors inversible et :

_ Pt 0 A 0 P 0 P7tAP 0
= (50 ) (0 2) (0 0) = (76" ot )

est diagonale.

Ce résultat est en fait valable pour une matrice diagonale a r blocs, c’est-a-dire qu’une
matrice diagonale par blocs M = diag (A, -+, A,), ou Ax € M,, (K) pour tout k, est
diagonalisable sur K si, et seulement si, toutes les matrices Ay sont diagonalisables sur
K.

5. Montrer que, pour tout P de U, (K), I'ensemble & (P) est une réunion finie de classes
de similitude sur K. On pourra admettre et utiliser le résultat suivant '.
« Si M est dans M,, (K), il existe r dans N* et r polynomes unitaires non constants
Py, -+, P. de K[X] tels que M soit semblable sur K a une matrice diagonale par blocs
dont les blocs diagonaux sont C' (Py),--- ,C(P,). »

6. Le théoréme de Frobénius nous dit qu'une matrice M € &k (P) est semblable a une
matrice de la forme :

C(P) 0 0
0 0 C(P)

1. c’est la décomposition de Frobénius
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elle est donc dans la classe de similitude de F. Le polynome caractéristique de F' est :

P=xr= HXC(Pk) = HPk
i

k=1

Dans I'anneau factoriel K[X], il n’y a qu'un nombre fini de polynémes unitaires Py tels

que P = [] P, ce qui ne laisse qu'un nombre fini de possibilités pour F.
k=1
L’ensemble &k (P) est donc une réunion finie de classes de similitude sur K.

— B — Polyndémes

1. Soient P dans K[X], a dans K une racine de P. Montrer que a est racine simple de P si,
et seulement si, P’ (a) # 0.

2. Dire que a est racine de P signifie qu’il existe un polynome @ € K[X] tel que P (X) =
(X —a) @ (X) et cette racine est simple si, et seulement si, Q (a) # 0, ce qui équivaut
encore & P’ (a) # 0, puisque P (X)=Q (X)+ (X —a) Q' (X) et P'(a) = Q (a).

3. Soit P un élément irréductible de Q [X]. Montrer que les racines de P dans C sont simples.

4. Si P est irréductible dans Q[X], on a alors P A P’ = 1 dans Q [X]| (de maniére générale
P AQ =1 pour @ non nul de degré strictement inférieur a n) et le théoréme de Bézout
nous dit qu’il existe deux polynomes U,V dans Q[X] tels que UP + VP =1.Sia € C
est une racine de P, on a alors V (a) P’ (a) = 1, donc P’ (a) # 0 et a est racine simple de
P.

5. Soient P et () dans Q[X], unitaires, tels que P appartienne a Z [X] et que @ divise P
dans Q [X]. Montre que @) appartient a Z[X]. On pourra admettre et utiliser le lemme
de Gauss suivant.

« Si U est dans Z[X] \ {0}, soit ¢(U) le pged des coefficients de U.?Alors pour tout
couple (U, V) d’éléments de Z [X]\ {0} : ¢c(UV) =c(U)c(V).»

6. On a P = QR unitaire Z [X] avec @, R unitaires dans Q [X].
Aprés réduction au méme dénominateur des coefficients de () et R, on peut écrire que

1 1

Q = —Q1, R=—Ry, avec m dans N* et 1, Ry dans Z[X] de coefficient dominant égal
m m

am (Q et R sont unitaires). On a alors m?QR = Q1 R; dans Z [X] et on peut écrire :

¢ (m*QR) = m*c(QR) = ¢ (Q1) ¢ (Ry)

avec ¢ (QR) = 1 puisque P = QR est unitaire dans Z[X]. On a donc m? = ¢(Q1) ¢ (Ry)
avec ¢ (Q1) et ¢(Ry) qui divisent m (m est le coefficient dominant des polynomes @), et
Ry), ce qui implique que ¢ (Q1) = ¢ (R1) = m, c’est-a-dire que m divise tous les coefficients
1 1
de @ et Ry et donc Q@ = —Q1, R = —R; sont dans Z [X].
m m
Par récurrence, on en déduit que si P = [] Py est unitaire Z [X], les Py étant unitaires

k=1
dans Q [X], alors tous les P, sont dans Z [X] .

7. Soit P dans U, (Z). Montrer que Dz (P) n’est pas vide.

2. ¢(U) est le contenu de U
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8. Dans I'anneaux factoriel Q [X], le polynome P € U, (Z) est produit de polynomes irré-

.
ductibles, soit P = [] Py, les Py étant unitaires dans Q [X].
k=1
La question précédente nous dit que les Py sont nécessairement dans Z [X] .
Comme les Py sont irréductibles dans Q [X], la question I.B.2. nous dit qu’ils sont scin-

dés a racines simples dans C, et I.A.2.c. nous dit que les C' (Py) sont diagonalisables sur

C.
De I.A.3. on déduit que la matrice M = diag (C' (P;),---,C (P,)) est diagonalisable sur

r

C. Cette matrice est dans M,, (Z) avec xp = [] Xc(py) = ﬁ P, = P, elle est donc dans
&z (P) et dans Dy (P) . Cet ensemble est donck;én vide. =
— C — Similitude sur K de matrices blocs
Pour U et V dans M,, (K), on note &y endomorphisme de M,, (K) défini par :
VX e M, (K), dpy (X)=UX - XV

1. Soient U dans M,, (K), Q dans GL,, (K) et V = QUQ™!. Déterminer un automorphisme
du K-espace vectoriel M,, (K) envoyant le noyau de @y sur celui de Oy .

Dans la suite, m est un entier tel que 0 < m < n, A un élément de M,, (K), A" un
éléement de M,,_,,, (K), B un élément de M, ,,_, (K).

On note : 1 B )
0
u=(5 &)v=(0 &)

2. On a, pour Q € GL, (K) :
Py (X)=UX - XV =UX-XQUQ'=(UXQ—-XQU)Q™*
= Pyp (XQ) Q™
donc :
Dyy (X) =0 dyy (XQ) =0
soit :
X € ker (Ppy) & XQ € ker (P )

L’automorphisme X € M,, (K) — X@Q envoie donc ker (®y ) sur ker (Ppp) .

3. Soient Y dans M, ,—m (K) et P = ( I(’)” [Y ) )

Vérifier que P appartient a GL, (K); déterminer P! et P"'!NP. En déduire que s’il
existe Y dans M, n—m (K) tel que B =AY — Y A’, alors M et N sont semblables.

4. De det (P) = 1, on déduit que P € GL, (K). Plus précisément, avec :

I, Y I, Z | In Z4Y
0 [nfm 0 [nfm B 0 [nfm

on déduit que P € GL, (K) avec P~ = ( 16"’ ]—Y ) et :

-1 _ ]m -Y A 0 Im Y
=0 ) (0 ) (5
(A AY —YA
L0 A
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A B
0 A
5. Le but de cette question est de montrer que si M et N sont semblables sur K, alors il
existe Y dans M., ,—, (K) tel que B =AY — Y A
Si X est dans M,, (K), on pose :

X1 Xip
X = ’ ’
( Xo1 Xopo

avec X171 - Mm (K) , XLQ & Mm,n—m (K) , X271 - Mn—m,m (K) et X272 € Mn—m (K) . On

note alors :

Il en résulte que M = ( ) est semblable & N pour B=®,4 4 (Y) =AY —Y A"

7(X) = (X271, X22)
Il est clair que 7 est une application linéaire de M,, (K) dans M,,_p, », (K).

(a) Montrer les relations :
{ ker (7) Nker (P n) = ker (1) Nker (Pasn)
7 (ker (®prn)) C 7 (ker (Py n))

X1 Xip

(b) Une matrice X dans ker (1) est de la forme X = ( 0 0

) et pour toute
matrice B dans M, ,—m (K), on a :
Oy (X) = MX — XN
()% )-8 W) (D)
0 A 0 0 0 0 0 A
_ ( AXy 6 Xi1A AXi, B XA ) — Dy (X)

Il en résulte que ker (7) Nker (P n) = ker (1) Nker (Ppr ).

X X )
Pour X = ( Xor Xoa ) € ker (¢ n), 0on a:

Dy n(X)=MX — XN

(A B X1 Xi2 _ X1 Xi2 A 0

N 0 A Xo1 Xoo Xo1 Xoo 0 A

o AXl,l + BX271 - X1’1A AXLQ + BXQQ - XLQA/ —0
o A/X271 — X271A AIXZQ — X272A/ o

donc :
T (CI>M7N (X)) = (AIXQJ — XQJA, A/XQ,Q — XQQAI) = O
1 0
! __ m .
En posant X' = ( Xox X ) , 0N a:

Oy (X)=NX - X'N

(A0 I, 0 s 0 A0
S\ 0 A Xo1 Xop Xo1 Xopo 0 A
_ 0 0 —0

- AIXQJ — X271A A/X272 — XQVQA/ -
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done, 7(X) = (Xa1, Xo2) = 7(X’) avec X' € ker (Py ). On a donc montré que
7 (ker (Parn)) C 7 (ker (Pyn)) -
(c) On suppose que M et N sont semblables sur K. Montrer :

7 (ker (Pprn)) = 7 (ker (P )

(d) En I.C.1. on a vu que, si M et N sont semblables sur K, ker (®)/ ) est alors
isomorphe a ker (®x ), donc ces espaces ont méme dimension.
Le théoréme du rang appliqué a la restriction de 7 a ker (®p/ n) [resp. a ker (On n)]
nous dit que :

dim (7 (ker (®psn))) = dim (ker (®ps n)) — dim (ker (7) Nker (Parn))

[resp. dim (7 (ker (P n))) = dim (ker (P n)) — dim (ker (7) Nker (Pn n)) |

et de la premiére égalité de I.C.3.a. on déduit que ker (7) Nker (@57 n) et ker (1) N
ker (@ n) ont méme dimension. En définitive on a dim (7 (ker (®y/,x))) = dim (7 (ker (P n))
et égalité 7 (ker (P n)) = 7 (ker (P n)) d’aprés Uinclusion de I1.C.3.a.
(e) On suppose que M et N sont semblables sur K. Montrer qu’il existe Y dans M, ,,—m, (K)
tel que B =AY — Y A'.
(f) Si M et N sont semblables sur K, on a alors 7 (ker (®psn)) = 7 (ker (Pyn)) -

La matrice [, = ( [g‘ 7 ) étant dans ker (P n), il existe une matrice X =
X 12 ) gons ker (@ L)=7(X)= (0,1 i dui :
o I ans ker (®p n) (7 (1) = 7(X) = (0, [,—n)), ce qui se traduit par :

A B X X X X A 0
o= (o B ) (5 ) - (0 )
( AXi1— Xi1A AXi9+ B — XA >

et nous dit que B = X;24" — AXj5. Posant ¥ = —X15 € My, (K), on a
B=AY - YA’
6. Montrer ’équivalence entre les deux assertions suivantes :

(1) M est diagonalisable sur K

(11) A et A’ sont diagonalisables sur K et B est de la forme AY — Y A" avec Y dans
Mn—m (K).

A B

0 A

minimal 7, est alors scindé sur K a racines simples. Avec :

=m0 ="y )

7. Dire que M = ( est diagonalisable sur K équivaut a dire que son polynéme

on déduit que les matrices A et A’ sont annulées par un polynéme scindé sur K et a
racines simples, elles sont donc diagonalisables sur K.
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De I.A.3. on déduit que N = 40 ) est diagonalisable sur K. Comme M et N sont

0o A
diagonalisable sur K avec le méme polynoéme caractéristique (& savoir x4 - xa), elles sont
semblables (d’aprés I.A.1.c.) et B =AY —Y A" avec Y € M., ,—m (K) d’aprés 1.C.3.c.

SiB=AY —Y A" avec Y € My, n—m (K), la matrice M = ( jg f, ) est alors semblable
sur Ka N = < 61 j, ) d’aprés I.C.2. Si de plus, A et A’ sont diagonalisables sur K, il

en est de méme de N d’aprés I.A.3. et M est diagonalisable sur K.

— IT — Similitudes entiéres

— A — Généralités, premier exemple

. Soit A un sous-anneau d’un corps. Montrer que GL,, (A) est I'ensemble des matrices de
M., (A) dont le déterminant est un élément inversible de A. Expliciter ce résultat pour
A=7.

. Dire que M € M,, (A) est inversible, signifie qu’il existe une matrice M’ € M,, (A) telle
que MM’ = I, ce qui entraine det (M) det (M') = 1 dans Panneau A, donc det (M) est
inversible dans A.

Réciproquement si M € M,, (A) est telle que det (M) soit inversible dans A, la relation
M- tM = det (M) I,,, on M e M, (A) est la comatrice de M, nous dit que M est
inversible dans A avec M~12 = (det (M))™" *M.

Pour A = 7Z, on obtient '’ensemble des matrices de M,, (Z) de déterminant égal a +1.

. Soient p un nombre premier, F, le corps fini Z/pZ. Si M est une matrice de M,, (Z), on
note M la matrice de M,, (F,) obtenue en réduisant M modulo p.

Montrer que si M et N sont deux matrices de M, (Z) semblables sur Z, les matrices M
et N sont semblables sur F,,.

. On vérifie facilement que pour toutes matrices P, Q dans M, (Z),ona P+Q =P +Q
PQ = P-Q, c’est-a-dire que 'application M + M est un morphisme d’anneau de M,, (Z)
sur M,, (F,) (il est surjectif). Si de plus P est inversibles, on a alors PP~' = I, dans
M, (Z) et PP~! = I, dans M,, (F,), c’est-a-dire que P est inversible dans M,, (F,)
dinverse P+ = P1.

Si M et N sont semblables dans M, (Z), il existe alors P € GL, (Z) telle que N =
P~ 'MP et avec N = F”W, on déduit que M et N sont semblables dans M,, (F,) .

. Pour a dans Z, soient :
1 a 1 a
Sa_(O—l)’T“_(O 1)

(a) Montrer que Sy et Sy sont semblables sur QQ, mais ne sont pas semblables sur Z.
Soit M dans My (Z) telle que xpr = X? — 1.

(b) Pour tout a € Z, la matrice S, € My (Q) a deux valeurs propres distinctes dans Q,

elle est donc diagonalisable semblable a Sy = ( (1) _01 ) sur Q.

Si S, est semblable a Sy sur Z, pour tout nombre premier p > 2, la matrice S,
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_ _ 10 _
est semblable a Sy sur Z,. Prenant p = 2 et a impair, on a Sy = ( i % ) =1 et

— (1
Se=1{ g

I1.A.2. Donc Sy et S,, pour a impair, ne sont pas semblables sur Z.

% ) # I ne peut étre semblable a Sy = I dans My (Fy) , ce qui contredit

(c) Montrer qu’il existe x; et xo dans Z premiers entre eux tels que le vecteur colonne
r = '(x1,x9) vérifie Mz = z.

(d) Comme xpr = (X —1) (X + 1) est scindé a racines simples dans Q, la matrice M
est diagonalisable sur @, semblable a Sy. En particulier, il existe un vecteur y =

( Zl ) € Q? tel que My = y. Multipliant y par un entier \ judicieusement choisi,
2

le vecteur x = \y = ( ;1
2

> est dans Z?, encore valeur propre de M associé a la
valeur propre 1, avec x1, o premiers entre eux.

(e) Montrer que M est semblable sur Z a une matrice S, avec a dans Z.
(f) Comme 1 A zg = 1, le théoréme de Bézout nous dit qu’il existe ( Z ) € 72 tel que

X

ux, + vry = 1. En notant P = ( -
2

—uv ) dans My (Z), on a det (P) = 1, donc

1

P est inversible dans Mo (Z) et P™'MP = ( 0

_al ) avec a € 7, puisque P est

la matrice de passage de la base canonique de Q? a la base (z,y) oy = ( —uv ) et
Mx = x.

(g) Pour a et z dans Z, déterminer 7,5, T, ' ; conclure que M est semblable sur Z a
I'une des deux matrices Sy, S;.

(h) Pour (a,z) € Z?, on a :

4 (1 x 1 a 1 —=z
st = (0 1) (o 4 ) (0 7)
1 a—2x
:(0 _1 )ZS(I—2$

Comme M est semblable sur Z a une matrice S, avec a dans Z, on en déduit qu’elle
est aussi semblable sur Z a S, o, pour tout z € Z. Si a est pair [resp. impair|, on a
a = 2z [resp. a = 2x + 1] avec x € Z, et M est semblable & Sy [resp. & Sy].

— B — Les ensembles &7 (X? —0)

Dans cette partie, on fixe un élément 6 de Z* qui n’est pas le carré d’un entier et on considére
P=X?-5.

1.

(a) Veérifier que & (P) est I'ensemble des matrices de la forme :

(5 %)

page x



ol a,b, c sont dans Z et vérifient : a® +bc = 6. Si a et b sont deux entiers relatifs tels
que b divise § — a?, vérifier que 'ensemble & (P) contient une unique matrice de la

forme :
a c
b —a

Cette matrice sera notée M, ;) dans la suite.

SiM:(Z §>EEZ(P),0naM€M2(Z)et:

Xar (X) = X2 — tr (M) X + det (M) = X* —§

donc tr (M) =a+d =0 et det (M) = ad — bc = —a® — bc = —¢. La matrice M est

donc de la forme :
a c
u=(5 %)

avec (a,b,c) € Z2 tel que a? + bc = 6.
Pour (a,b) € Z? tel que b divise d — a?, on a § — a®> = bc avec ¢ € Z uniquement
5—a?
déterminé et M, = < Z —ba ) est 'unique élément de & (P).
Soient a, b dans Z tels que b divise § — a?, A dans Z. Montrer que les matrices Map),
Ma,—v), M(asrp); M(,a M) sont semblables sur Z.
"

PourP:(i i)EGLQ(Z),onadet(P)zae{—1,1},P‘1:€<_ty ;Z)
et :
1 o t —z a % T z
P M(“’b)P_g(—y x )(b —a y t
1 , 1
x(at —bz)+y az+gt(5—a) z(at —bz) +t az—i-gt(é—(

=¢
1 1
r(—ay+bx)+y | —ar — oY (6 — a2)) z(—ay+bx)+t | —ax — 7Y (0

Pour y = 2 = 0, cela donne :

1 2\ 42 E — g2
P My P =< axt 5(5—&)15 _ [ a b(5 a’)
bx? —axt be —a

Prenant ¢ = —1 (i. e. x = £1 et t = —z), on obtient :
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Pour y =0, 2= -\, x =t =1, cela donne :

1 2
P My P = a+ bA —)\(a—l—b)\)—a)\—i-g(é—a)
b —Ab—a
1
_ [ a+0dA —b)\2—2)\a+g((5—a2)
b —Ab—a
a+ A\b —5,@:,\1,)2
( b Ca D (a-+Abb)

Pour x =t =0, cela donne :

. ayz —bz? —a —be
P~ " MgnP = 1 = 3
(@) © -3 (6 —a®)y?* —ayz 1 (0—a?) a

Prenant ¢ = —1 (i. e. y = £1 et 2 = —y), on obtient :

_ —a b
P 1M(a,b)P: ( % a > :M(—%%)

2. Soit M dans &z (P). Puisque M, et M, ) sont semblables sur Z, I'ensemble B des b
de N* tels qu’il existe une matrice M semblable sur Z a M n’est pas vide; on note
B (M) le plus petit élément de B.

()
(b)
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p (M)

Montrer qu'il existe un entier a tel que |a| < — et tel que M soit semblable sur
L & Map(m))-

Soit a’ un entier tel que M« g(nry) soit semblable sur Z a M. En effectuant la division
euclidienne de a' par (M), il existe un unique couple d’entiers (q,r) tel que a’ =

M M
qp (M) +1r et —% <r< %) La matrice M(a’—qB(M),,B(M)) = M(r,ﬁ(M)) est
M
alors semblable sur Z a My gy, donc a M, avec |r| < b (2 )

Comparer |0 — a?| et 5 (M)?. En déduire que 3 (M) est majoré par v/é si 6 > 0, par
419]
— si0 < 0.
g S
Pour tout b € B, la matrice M, est semblable sur Z & M, donc aussi la matrice
M<7a M) et la matrice M( -2\ d’apres ILB1.b. Il en résulte que 3 (M) <
’ AT

b

|6 — a?| - 0 — a?| 2 2
T.En particulier, on a 5 (M) < 500 , donc B (M)” <16 —a?|.
Si § < a?, on a alors :

2
donc § <0et 5 (M) < %ﬂ

Si § > 0, on a alors nécessairement 6 > a? (sinon § < 0 et § n’est pas un carré) et :
BMY? <d—ad®><9
soit B (M) < V6.



(e)
(f)

Montrer que &z (P) est réunion d’un nombre fini de classes de similitude entiére.

Ce qui précede nous dit que toute matrice M € &z (P) est semblable sur Z a une

416
matrice M (a,b) avec b = B (M) compris entre 1 et max (\/5, %) et |a|] <
B (M) 410]
2 3
nombre fini de classes de similitude entiére.

. L’ensemble de ces matrices étant fini, il n’y a qu’un

< max (\/g,

— C — Diagonalisabilité et réduction modulo p

Soient p un nombre premier, ]Fz, une cloture algébrique su corps I, défini en I1.A.2. ¢ dans
N*. Pour P dans Z[X], on note P I'élément de I, [X] obtenu en réduisant P modulo P. Si M
est dans My (Z), on note M la matrice de M, (F,) obtenue en réduisant M modulo p.

1. Soit P dans Z [X] non constant dont les racines dans C sont simples.

()

(b)

(c)
(d)

Montrer qu'’il existe d dans N*, S et T dans Z [X] tels que :

SP+TP =d

Comme toutes les racines complexes de P sont simples, les polynomes P et P’ sont
premiers entre eux dans Q [X] et le théoréme de Bézout nous dit qu’il existe U, V/
dans Q [X] tels que UP + V P' = 1. Désignant par d un entier naturel non nul tel
que S = dU et T = dV soient dans Z[X], on a SP+ TP =d.

Si p ne divise pas d, montrer que les racines de P dans E sont simples.

Si a € F, est une racine de P, on a T (a) P (a) = d # 0 si p ne divise pas d, donc
—

P (a) # 0 et « est racine simple de P.

2. Soit M dans M, (Z) diagonalisable sur C.

(2)

(b)

Montrer qu’il existe un élément P de Z [X] unitaire, dont les racines complexes sont
toutes simples et tel que P (M) = 0.

Soient y s € Z [X] le polynome caractéristique de M et xpr = [ (X — A\p)™ sa dé-
k=1

composition en facteurs irréductibles dans C [X], les A, étant deux a deux distincts.

Le pged de xar et X, est :

A= H (X =)™ ' e QIX]

(le pged est le méme dans Q [X] et C[X]) et, pour M diagonalisable, le polynome

minimal de M est : .

k=1

On a donc yp = A - my avec xpr et A unitaires dans Q[X], xy € Z[X] et
divise xps dans Q [X], ce qui implique que 7y, € Z [X]| d’aprés 1.B.3. Ce polynome
P = 7 convient.
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(c) Montrer qu’il existe un entier dy; tel que si p ne divise pas dy; alors M est diagona-
lisable sur [F,,.

(d) Le polynome 7, étant non constant dans Z [X] & racines complexes simples, on
déduit de IT.C.1. que pour tout d € N* non multiple de p, les racines de Ty dans
[F, sont simples. Ce polynome 7Ty € F), [X] étant annulateur de M, on en déduit que
M est diagonalisable sur I,.

— D — Un résultat de non finitude

Soit. P un élément de U, (Z) dont les racines dans C ne sont pas toutes simples.

1. Montrer qu’il existe ¢ dans N*, m dans N, Q dans U, (Z) , R dans U,, (Z) tels que P = Q*R.

Grace a I.B.4. on dispose de A dans Dy (Q) et, si m > 0, de B dans Dz (R) .
Si p est un nombre premier, soit £, la matrice :

Ap[g 0
0 A O sim>0,(1§pjf)sim:0
0 0 B

2. Dans anneau factoriel Q [X], on a la décomposition de P € U, (Z) en facteurs irréduc-

T
tibles unitaires, P = [[ P.". De I.B.3. on déduit que les P, sont dans Z [X] et de I.B.2.
k=1
qu’ils sont a racines complexes simples. Les my; ne peuvent étre tous égaux a 1, sinon

toutes les racines de P sont simples (pour j # k, on a P, A P; = 1 dans Q [X] et C[X],
donc les racines complexes de P sont distinctes de celles de P;). Il existe donc un indice j

T
tel que m; > 2 et posant Q = P; € Uy (Z), avec 1 < { <, R:P;nj_2 1 ™ €U (Z)
k=1
kA
avec m +2¢ =r, on a P = Q*R.
3. Les entiers ds et dg (si m > 0) sont ceux définis en II.C. Soient p et ¢ deux nombres
premiers distincts tels que p ne divise ni da, ni ¢, ni dg si m > 0. Montrer que £, et E,
ne sont pas semblables sur Z.

4. Comme p ne divise ni d4, ni dg, les matrices A et B sont diagonalisable sur IﬁTp d’apres
I1.C.2. Comme :

A

= . 0 .
E, = 81m>0,(6 Z)sun—O

ol of
ol | ol
ol <l <l

on déduit de I.A.3. que E, est aussi diagonalisable sur F,. -
Soit ¢ un nombre premier distinct de p. Si E, est diagonalisable sur I, il en est de méme

0 A
Tr (GE) =/lqg="Tr (W — ﬂ) = 0 dans F, et est en contradiction avec I'hypothése, p
ne divise pas /.
On en déduit que les matrices FE, et F, ne peuvent étre semblables sur F,, donc elles ne
peuvent étre semblables sur [, et les matrices F, et I, ne peuvent étre semblables sur Z.

de < AL ) et I.C.4. nous dit que g/, doit étre de la forme AY — Y A, ce qui entraine
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5. Conclure que &z (P) n’est pas réunion d’'un nombre fini de classes de similitude entiére.

6. On a une infinité de nombres premiers p ne ne divisant ni d, ni ¢, ni dg et pour de
tels entiers p # ¢, on a E,, E, dans &, (P) non semblables sur Z. Donc &; (P) n’est pas
réunion d’un nombre fini de classes de similitude entiére.

— IIT — Un théoréme de finitude

Si (I', 4) est un groupe abélien et r un élément de N*, on dit que la famille (e;), ., d’éléments
de I' est une Z-base de I si, et seulement si, tout élément de I' s’écrit de facon unique A\je; +
<o+ Aep avec (A, -+, A,) dans Z".

Si I' admet une Z-base finie, on dit que I' est un groupe abélien libre de type fini ou, en
abrégé, un g.a.l.t.f. On sait alors qu’alors toutes les Z-bases de I' ont méme cardinal ; ce cardinal
commun est appelé rang de I'. par exemple, (Z",+) est un g.a.l.t.f. de rang r (et tout g.a.l.t.f.
de rang r est isomorphe a Z").

On pourra admettre et utiliser le résultat suivant.

Soient (I',4) un g.a.l.t.f. de rang r, I un sous-groupe non nul de I'. Alors il existe une
Z-base (€;),<;<, de I', un entier naturel non nul s < r et des éléments dy, - - - , d, de N* tels que
(di€;),<;<, soit une une Z-base de I". En particulier, I est un g.a.l.t.f. de rang < r.

— A — Groupes abéliens libres de type fini
1. Soient I' un g.a.L.t.f. de rang n, (€;),<;<,, une Z-base de I', (f;),,,, une famille d’éléments

deI'. Si1<j <n,on écrit :
n
fi= meﬁi
i=1

olt la matrice P = (pi;),,; est dans M, (Z). Montrer que (f;),;, est une Z-base de
[ si, et seulement si, P appartient & GL,, (Z) .

n
2. Dire que (fj)1<j<n est une Z-base de I" équivaut a dire que pour tout g = Z,uiei el,il

i=1
existe un unique A = (\;),;, € Z" tel que :
n n n n n
1= 3t~ 3o (Some ) = 32 (oo )
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
ce qui équivaut a dire que pour tout p = (4;),c;c, € Z", il existe un unique A\ =

(Aj)1<jcn € Z" tel que :
i = sz’,j/\j (I1<i<n)
j=1

ce qui est encore équivalent a dire que le morphisme de groupes A +— p défini par les
relations précédentes est bijectif et se traduit par la condition P € GL, (Z) .

3. Soient (I', +) un g.a.l.t.f. et I un sous-groupe de I'. Montrer que le groupe quotient I'/I"”
est fini si, et seulement si, I' et I'” ont méme rang.
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4. Soient (e;);,, une Z-base de I' et (d;),,, dans (N*)” avec 1 < s < 7 tels que (die;); <,
soit une une Z-base de I". Le morphisme de groupes :

Q: I — ﬁ£ X 7" ®
QZEEM@ N CNE 1V/ RS WS /A VIR TRRTID W
i=1
est surjectif de noyau I, il induit donc un isomorphisme :
D r/r — ﬁ£ /i
qg= XT:)\iei—l—I" = (M dZy - A+ dsLy Agin, o, A)
i=1

Il en résulte que I'/IV est fini si, et seulement si, 7 = s, ce qui revient a dire que I" et I
ont méme rang.

5. Soient R un anneau commutatif intégre dont le groupe additif est un g.a.l.t.f. et I un
idéal non nul de R.

(a) Montrer que 'anneau quotient R/I est fini.

(b) L’idéal I étant en particulier un sous-groupe additif de R, c’est un g.a.l.t.f. de rang
s<r=rg(R).
Si (€;)1<;<, est une Z-base de R, comme I est un idéal, pour tout d € R*, la famille
(dei),<;<, engendre un sous-groupe R’ de R contenu dans /.

Pour A = (\)),;c, € Z" Iégalité Y Nde; = 0 équivaut a d (Z)\iez) = 0, soit a

i=1 i=1

,
Z)‘iei puisque d # 0 et R est intégre et cette derniére égalité équivaut a la nullité
i=1

de tous les \; puisque (e;), ;.. est une Z-base de R. En définitive, (de;), ., est une
Z-base de R’ qui est donc de rang r. Comme R’ C I C R, on en déduit que le rang
de I est aussi égal a r. La question précédente nous dit alors que I'anneau quotient

R/I est fini.
(c) Montrer que I’ensemble des idéaux de R contenant I est fini.

(d) La surjection canonique 7 : R — R/I induit une bijection entre les idéaux de R qui
contiennent I et les idéaux de R/I, donc cet ensemble est fini.

6. Soient m et n dans N* avec m < n, V un sous-espace de dimension m de Q". Montrer
qu'il existe une Z-base (e;),.,, de Z" telle que (e;),,,, soit une Q-base de V.

7. Comme V NZ" est un sous groupe de Z", il existe une Z-base (e;),.,., de Z", un entier
naturel non nul m <n et des éléments dy, - -- ,d,, de N* tels que (diEJKKm soit une une
Z-base de V NZ". Comme V est un Q-sous-espace vectoriel de Q", pour tout = € V, on
peut trouver un entier naturel non nul d tel que dx € V NZ" et en conséquence, il existe

- Aidy o Add
d (%)

m
des entiers Ay, -+, A\, tels que do = Z)\idiei et z =
i=1 i=1

étant dans Q.
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La famille (ei)1gigm est donc génératrice pour V' et comme cette famille est Q-libre, c’est
une base de V.
La dimension de V' est donc égale au rang du groupe V N Z".

Dans les parties IIL.B. et III.C. P est un élément de U, (Z) irréductible sur Q, a une
racine de P dans C, Q[«a] la Q-sous-algébre de C engendrée par «, ¢’est-a-dire le sous-espace
du Q-espace vectoriel C dont (o) ;. , est une base. On rappelle que Q [ est un-sous-corps
de C. Si I'élément z de Q [a] s’écrit xg + 210 + -+ - + 210" L ot (29, -+ ,7,_1) est dans Q"
on pose :

N (z) = max |z

0<i<n—1

On note Z [a] le sous-anneau de Q [«] :

Zla] = {inai, (xg, -+ ,Tn_1) € Z”}

On vérifie que Q [« est le corps des fractions de Z [a]; la justification n’est pas demandée.
Si P est une partie non vide de Q[a] et @ un élément de Q[«a], on note aP 1’ensemble :

{azx, v € P}

On note Z I’ensemble des idéaux non nuls de Z [a] .
— B — Classes d’idéaux

1. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que :

V(z,y) € Qla]’, N (zy) < CN (2) N ()

n—1 n—1
2. Pour x = inai et y = Zyjozj dans Q[a], on a :
i=0 =0

N (zy) :/\/( Z xiyja”j) < Z N(w%o/”)

0<i,j<n—1 0<i,j<n—1

< Y may N (o)

0<ij<n—1

puisque N (Az +y) < |A|N (x) + N (y) pour tous z,y dans Q[a] et tout A dans Q et
a® € Q] pour tout entier naturel k.
Et avec |z;y;] < N () N (y) pour tous i, j, on en déduit que :

N (zy) < ( > N(o/“)> N (@) N (y) = CN () N (y)

0<i,j<n—1
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3. Si y est dans Q [o] et M dans N*, montrer qu’il existe m dans {1,---, M™} et o dans

Z ]a] tels que :
1
N (my —a) < —
(my—a) <
Indication : Posant y = yo + vy + - + 10" L avec (yo, -+ ,Yn_1) dans Q" on pourra

considérer, pour 0 < 3 < M"™ :

n—1

uj = Z (Jyi — i) @

1=0

ou [x] désigne, pour = dans R, la partie entiére de x.
4. Pour 0 <j< M"et1<m< M" ona:

s — 15 = 3 (s — ([ = [ + ) )
mn o’ =3 (] ~ [om + )] o
=my—a
wee o= 3 ([l ~ [0m+ )y a* € Z o]

Pour tout ¢ compris entre 0 et n — 1, on a 0 < jy; — [jy;] < 1 et en utilisant la partition
1 1 2 M—1

0,1] = [0, i {U {M, % [U' U {T, 1 [, on a un entier k; compris entre 0 et M —1

ki ki+1

AR { Les M™ + 1 éléments u; sont donc dans I'un des M™

tel que jy; — [jui] € {

ki ki ki+1p o . . .
pavés H [ [, il existe donc deux entiers 0 < 7 <k =m + 75 < M" tels que u;
et umﬂ s01ent dans le méme pavé, ce qui nous donne :

N (my —a) = N (my — ) = N (e — ;) < 27

5. On définit la relation ~ sur Z en convenant que [; ~ I si, et seulement si, il existe a

et b dans Z [o] \ {0} tels que aly = bly, ¢’est-a-dire s’il existe = dans Q[«a] \ {0} tel que

I, = x1I4. Il est clair que ~ est une relation d’équivalence sur Z. On se propose de montrer

que le nombre de classes de cette relation est fini.

On fixe I dans Z, z dans I\ {0} tel que N (z) soit minimal (ce qui est possible car I'image

d’un élément non nul de Z [«] par N/ appartient a N*).

Soient également M un entier strictement supérieur a C' et ¢ le ppcm des éléments de N*

inférieurs ou égaux a M™.

x
(a) Soit x dans I. En appliquant la question 2. & y = — montrer que :
z

(1 C zZ|a]
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(b)

Pour tous x € I C Z|a] etzEI\{O},onayzfEQ[a].PourtoutMEN*,il
z
existe m € {1,--- , M™} et o € Z ] tels que :

1

N<m?/_a)§M

ce qui nous donne :
N (mx —az) =N ((my —a)z) < CN (my —a) N (2)
C
< MN (2)
et choisissant M > C, cela donne N (mx — az) < N (2).

Comme x, z sont dans I'idéal I et a dans Z[a], on a mz — az € I et choisissant z

tel que NV (z) = 1}\1% }N (), on a nécessairement mx — az = 0, ce qui nous donne,
ten\{o

pour ¢ = ppem{1,--- , M™} lx = ﬁaz € zZa) (me{l,---,M™} divise ¢).

m
On a donc ainsi montré que (I C 2Z[a].

l
Veérifier que J = —1I est un idéal de Z [o] contenant ¢ - Z [ et conclure.
2

La question précédente nous dit que, pour tout idéal non nul I de Z [«], ’ensemble
2z
J = ZI est contenu dans Z [«a]. De plus, il est clair que J est un idéal non nul de

Z o] et il est équivalent & T (% € Qlo]\ {0}).
Onaéz%EEJ, donc (- Za] C J.

En définitive, on a montré que tout idéal de Z [«] est équivalent & un idéal de de
Z |a] qui contient un idéal donné non nul, a savoir ¢ - Z [a]. En II1.A.3.b. on a vu
qu’il n’y a qu'un nombre fini de tels idéaux, ce qui nous dit que le nombre de classes
d’équivalences, pour la relation ~ sur Z, est fini.

— C — Classes de similitudes et classes d’idéaux

1. Soient M dans &z (P), Xy V'ensemble des éléments x = (xy,- -+ ,2,) non nuls de Z [a]"
tels que le vecteur colonne ‘z soit vecteur propre de M associé a o.

()
(b)

Montrer que X); n’est pas vide, que si x et y sont dans Xy, il existe a et b dans
Z o]\ {0} tels que ax = by.

Si M e &;(P),onaalors M € M, (Z) et xar = P, donc « qui est racine complexe
de P, est valeur propre de M dans le corps Q[a] , il existe donc y = (y1,- -, y,) dans
Q[a]"\ {0} tel que 'y M soit vecteur propre de M associé & « et pour un entier non
nul 7 bien choisi, I'élément = ry € Z[a]" \ {0} est tel que 'z soit vecteur propre
de M associé¢ & a. Donc X, n’est pas vide.

Comme le polynome xjp = P est irréductible dans Q [X], cette racine a € Q [q]
est simple (conséquence du théoréme de Bézout comme en I.B.2.) et le sous espace
propre associé dans Q [«]" est de dimension 1. Il en résulte que deux éléments z,y
de Xy \ {0} sont nécessairement Q [a]-colinéaires, ce qui revient & dire qu’il existe
a et b dans Z [a] \ {0} tels que ax = by.
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(c)
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Siz=(x1, - ,x,) est dans Xy, soit (x) le sous-groupe de (Z[a],+) engendré par
Ty, ,Z,. Montrer que (z) est un idéal de Z [a] , que (x1,- -+ ,x,) en est une Z-base,
que si y est dans Xy, alors (z) ~ (y) .

On notera j Papplication de & (P) dans ’ensemble quotient Z/ ~ qui a M associe
la classe de (z) pour ~ .

On sait déja que (x) est un sous-groupe de (Z[a],+). Comme M 'z = a 'z, on a

ax; = Zmijxj € (x) pour tout j compris entre 1 et n, puisque M € M,, (Z). Il en
j=1

résulte que o*z; € (z) pour tout entier naturel k et tout i, donc az; € (x) pour tout
a € Z o] et tout ¢ compris entre 1 et n. Donc (z) est un idéal de Z [a] .

De maniére analogue, on voit que le Q-sous-espace vectoriel Vect (x) de Q[a] en-
gendré par z1,--- ,x, est un idéal non réduit & {0} de Q[a] et comme Q[a] est
un corps, on a nécessairement Vect (x) = Q[a]. Il en résulte que dimg (Vect (z)) =
dimg (Q[a]) = n et la famille (zq,--- ,x,) est Q-libre, donc Z-libre et ¢’est une Z-
base de (z).

On a vu en a. que tout y € Xy s’écrit y = Az avec A € Qo] \ {0}, donc (y) = A (2)

et (z) ~ (y).

Montrer que 'application j est surjective.

Soit I € Z, comme Z [a] est de rang n, on déduit de ITI.A.3.b. que 'anneau quotient
Z ] /I est fini et I est de rang n d’aprés ITII.A.2. En désignant par x = (2;), <,
une Z-base de I, il existe des entiers m;; tels que, pour tout ¢ compris entre 1 et

n
n, on ait ax; = Zmij37j (on a ax; € I puisque I est un idéal de Z [a]), ce qui se
j=1
traduit par M ‘z = o 'z avec M = ((my)),; j5cn € Mn(Z). En conséquence,
a est racine dans Q [a] du polynéme caractéristique x ;. Comme P € Q[X] est le
polynome minimal de «, il va diviser xa; et nécessairement P = Y, puisque ces
polynomes sont de méme degré et unitaires. En définitive, M € & (P) et j (M) est
la classe de (z).

Soient M et M’ dans &z (P). Montrer que M et M’ sont semblables sur Z si, et
seulement si, j (M) = j (M').

Si M et M’ sont semblables sur Z, il existe alors Q € GL, (Z) telle que M' =
Q'MQ. Pour tout 2’ € Xy, en notant 'z = Q ‘2’, on a :

Mz =QMQ ' 'v =QM "2’ =aQ 'v' =a'z

et © € Xy, done (x) ~ (2') et j (M) =7 (M) .

Sij(M) = j(M'), il existe alors x € Xy et 2’ € Xy tels que (x) ~ (2'), ce
qui signifie qu'il existe a,b dans Z[a] \ {0} tels que a(x) = b(z’). Les familles
y=ax € Xy et y = bx’ € Xy sont deux Z-bases du méme g.a.l.t.f. a(z) =b(2),
donc il existe Q € GL, (Z) telle que 'y = Q 'y (question III.A.1.). En notant
M" =Q *MQ, on a:

M/l ty/ — Q—IMQQ—I ty — Q_lM ty — Q_IOé ty = tyl — Ml ty/



Il en résulte que M’ = M"” puisque la matrice M’ € M,, (Z) telle que o 'y = M' '/
est uniquement déterminée par le fait que 3’ est une Z-base de (y') et les ay, sont
dans (y') pour tout ¢ compris entre 1 et n. Les matrices M et M’ sont donc semblables
sur Z.

— D — Finitude de ’ensemble Dy (P)

On se propose d’établir que, pour tout polynéme unitaire non constant P de Z[X], l'en-
semble Dy (P) est réunion finie de classes de similitude entiére. On raisonne par récurrence sur
le degré de P. Le cas ou ce degré est 1 est évident, on suppose n > 2 et le résultat prouvé pour
tout P de degré majoré par n — 1.

On fixe désormais P dans U, (Z). Si P est irréductible sur Q, on a vu a la fin de ITI.C. que
&z (P) est réunion finie de classes de similitude entiére. On suppose donc P réductible sur Q,
et on se donne un diviseur irréductible @ de P dans Q [X] unitaire non constant, dont on note
m le degré. D’aprés la question I1.B.3. Q P/Q sont respectivement dans U, (Z) et U,_, (Z).
On dispose donc (récurrence) de 7 et s dans N*, de r éléments Ay, --- | A, de Dz (Q) [resp. de
de s éléments A}, - -, AL de Dz (P/Q)] tels que tout élément de Dz (Q) [resp. de Dy (P/Q)]
soit semblable sur Z & un et un seul 4; [resp. A7].

Soit M dans Dy (P).

1. Montrer que M est semblable sur Z a une matrice de la forme :

(0 %)

0 Al
avec 1 <i<r 1<j<s, BeMynm(Z).

2. On identifie M a I’endomorphisme de Q™ qu’il définit dans la base canonique.
On a xpy = P = QR avec Q € U, (Z) irréductible et R € U,,_,,, (Z), donc le polynome
minimal de M est de la forme my = QS avec R € U, (Z) (xm et mp ont les mémes
facteurs irréductibles dans Q [X]). On a donc S (M) # 0 et pour tout vecteur non nul x
dans Im (S (M)), on a Q (M) (z) = 0.
Le sous espace vectoriel de Q", V' = Vect {M’C (x) | k € N} , est stable par M et il est de di-
mension m avec pour base (M’c (m))0<k<m_1 puisque @ est le polyn6me minimal de x rela-
tivement & M (i.e. le générateur unitaire dans Q [X] de I'idéal {¢ € Q[X] | ¢ (M) (z) = 0}).
Le polynome @ est donc le polynome minimal et le polynome caractéristique de la res-
triction de M a V. En utilisant le résultat de ITI.A.4. on déduit qu’il existe une Z-base
(€i)1<i<,, de Z™ telle que B = (€;)<;,, Soit une Q-base de V.
En notant A € GL, (Z) la matrice de passage de la base canonique de Q" & la Z-base B,
la matrice M est semblable a :

;a1 (B C
M =A MA—(O D

avec B,C, D dans M (Z), la matrice B € M,, (Z) ayant () comme polynéme caractéris-

P
tique. Le polynéme caractéristique D est alors 0 De I.C.4. on déduit que B € Dz (Q),
D € Dz (P/Q) et 'hypothése de récurrence nous dit qu’il existe une matrice A; de Dz (Q)

semblable sur Z & B et une matrice A} de Dz (P/Q) semblable sur Z a B. 1l en résulte

] /
qu’il existe une matrice B’ € M (Z) telle que M soit semblable sur Z a ( 14012 i, ) :
J
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3. Montrer que :

et IV = {AiX -~ XA | X € Mynm (Z)}
sont deux g.a.l.t.f. de méme rang.
4. Soit ;; 'application Q-linéaire :

Qpij: Mm,n—m(@) — Mm,n—m(@)
X = AX - XA,

Onal =M, m(Z)NIm (@) et I = @ (Mo nmm (Z)) , donc I' et I sont des g.a.l.t.f.
comme sous-groupes du g.a.l.t.f. M., ,,—,, (Z). Ces deux ensembles étant Q-générateurs
du Q-sous-espace vectoriel Im (¢;;) de My, n—m (Q), ils sont de méme rang.

5. Conclure que Dy (P) est réunion finie de classes de similitude entiére.

6. Toute matrice M € Dy (P) est semblable sur Z & une matrice de la forme :

A B
0 A

avec1 <i<r, 1<j<s,Be€ My,m(Z)etl.C.4.nousdit que B € I' = M,, ., (Z)N

Im (y;) .
Comme I' est un sous-groupe de I" et ce sont des g.a.l.t.f. de méme rang, 1’ensemble

quotient I'/T"” est fini d’aprés III.A.2. soit I'/T" = {B%i’j), e ,B(i’j)} . Avec :

’I””

I, B \'[(4 B I, B \ [ A B+e;(X)
0 In_m 0 Al 0 I,... )] \LO A
on déduit que toute matrice M € Dy (P) est semblable sur Z & une matrice de la forme :
A, B
0 A

Comme ces matrices sont en nombre fini, il en résulte que Dz (P) est réunion finie de
classes de similitude entiere.

page xxii



